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يشكل موضوع هذا الكتاب أحد المقررات الحديثة GI‏ تدرس في 
معاهد العلوم الاقتصادية. فبعد أن كان الاقتصاد يعتمد على النواحي الوصفية» 
تطور هذا العلم بفضل استخدام الطرق الرياضية والاحصائية تطورا > W‏ 
وبرزت مقررات جديدة كالاقتصاد القياسي تعتمد اعتمدا US‏ على 
الرياضيات. ومن هنا يبرز الدور اهام لهذا الموضوع الذي يشكل حجر الزاوية 


للاقتصاد الكمي. 


إن ما gab‏ إلى وضع كتاب الرياضيات الاقتصادية هو ندرة هذا 
النوع من الكتب العربية. هذا الكتاب موجه إلى طلبة معاهد العلوم الاقتصادية 
والسياسية والتجارة والادارة» وكذلك إلى الباحثين المهتمين هذا النوع من 
الدراسات. ولقد قمت بتدريس هذا المقرر du‏ عام 1980 عندما أنشعت ' 
الدراسات العليا UL‏ العربية في جامعة AG‏ 


٠‏ ينقسم هذا الكتاب إلى بابين رئيسيين: 
الباب الأول: القسم النظري البحت. tę‏ الأدوات الرياضية الأساسية لفهم 
الظواهر الاقتصادية. يشمل هذا الباب المواضيع التالية: المحددات» المصفوفات» 
التفاضل» التكامل» دراسة الدالات» المتواليات. هذه المواضيع تشكل برنامج * 
مادة الرياضيات السنة الأولى علوم اقتصادية. 
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الباب الثابي: يتناول الجانب التطبيقي للرياضيات ف الميدان الاقتصادي 
وخاصة في الاقتصاد الحزئي ويشمل المواضيع التالية: مفهوم المرونة» توازن 
المستهلك» توازن المنتج» توازن السوق» فائض gl‏ والمستهلك وتقييم 
المشاريع. 


هذا الباب يشكل بوجه عام برنامج السنة الثانية للعلوم الاقتصادية. 


ولقد أضفت فصلا هاما يتعلق بالمثلوية ويعالج ثلاث مواضيع رئيسية 
وهي: البربحة الخطية» اتخاذ القرارات الاقتصادية ونظرية المباراة. أما الفصل 
الثاني فيتعلق بتقييم المشاريع. هذه المواضيع مخصصة لطلبة السنة الثالثة والرابعة 
والدراسات العليا. 


ولقد زودت الكتاب KL‏ محلولة تم انتقاؤها من مراحع أجنبية 
متعددة. وهي تمارين تطبيقية تساعد الطالب على تفهم هذه المادة واستيعاجا 


لقد عالجت مواضيع هذا الكتاب بأسلوب مبسط يسهل على الطلبة 
من مختلف المستويات والمعاهد على فهمها.ِ 


لقد أعيد طبع هذا الكتاب ثلاث مرات وكان لا بد من إعادة النظر 
في صياغته من جديد وخاصة أن الطبعة الأولى ظهرت عام 1990. لقد 
حذفت من القسم الأول النظري بعض الفصول وجدت Ul‏ ليست بالضرورية 
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وتتعلتق بنظرية الحموعات والتحليل المزجي والأشعة ونشر التوابع والمعادلات 
التفاضلية 


Li‏ في القسم التطبيقي فلقد أضفت إليه بعض الفصول مثلا جدول 
ليونتيف وكذلك فصل خاص بتخفيض العملة وفصل آخر يتعلق بعمليات 
۽ البورصة zly‏ تتطلب بعض المعلومات البسيطة في الرياضيات. ولقد أثرينا هذا 


القسم بتمارين جديدة. 


إن كتابي هذا ككل 4% > gle‏ لا يخلو من المفوات وإنه ليسرن 
أعظم السرور أن يتفضل زملائي GUL‏ بآرائهم وملاحظاتهم القيمة كي 
LEI‏ أساسا عند إعادة طبعة الكتاب في المستقبل والله ولي التوفيق. 


الجزائر في أول جوان 2004 , 
المؤلف د. شمعون 
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الفصل الأول 


الحددات 





تحديدها: هي عبارة عن أدوات رياضية تسمح لنا بحل عدة معادلات لعدة 
بجاهيل. 
نبدأ بحل جملة معادلتين Wyż‏ 

a,x + by =€, 

ax + bY = Cı 
هي ثوابت. نحل ذلك بالطريقة الكلاسيكية.‎ (a,a,b,bącjC>) بحيث أن‎ 
المعادلة الثانية (,8-) ونحمع.‎ by (b) نضرب طرق المعادلة الأولى‎ 

a,b,x نزيطرط+‎ = cb» 


—a,b,x -b,by = طوع-‎ 
(a,b, 2 a,b,)x = (cb Czb,) 


Cib; — c„b, 
5 y= كت حك‎ 
a,b, — ab, , 
إذا ضربنا طرفي المعادلة الأولى (02-) وطرفي المعادلة الثانية )0( وجمعناء‎ 


- a aX - b, ay = - 4 
a,a,x + نزيطره‎ = ©2041 
(a,b «(يهط-‎ = (a,c -cja,) 


نفترض أن المقدار 0 * يهرط- a,b,‏ 
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إن المعادلتين: 
a,x+b,y=c,‏ 


a,x+b,y=c, 

يمكن تمثيلهما بيانيا 
#تستقيمين اه D>,D,‏ 
ميلاهما على الترتيب 


ŚĆ „dk 








b, a, 
تقع‎ I إذا كان هذان الميلان غير متساويين > فالمستقيمان يتقاطعان في النقطة‎ 
كلا المستقيمين» و تحقق احداثياتها جلة المعادلتين المفروضتين. ينتج عن‎ le 
ذلك أن البحث عن قيم  وبر الي تحقق المعادلتين بآن واحد يعني بالضبط‎ 
اللذين بمثلان بيانيا‎ <D>, Dj البحث عن احداثيات نقطة تقاطع المستقيمين‎ 
جملة المعادلتين المفروضتين.‎ 
إن عدم تساوي ميلي المستقيمين يكتب رياضيا:‎ 


- 6 = ab -ba, 20 

1 2 
وهو نفس الشرط الذي وجدناه جبرياء والذي يجب أن يتحقق ليكون لحملة 
المعادلتين حلا وحيدا. i‏ 
إذا كان ميلا المستقيمين Di‏ ود0 متساويين فالمستقيمان يكونان متوازيين أو 

4 
منطبقين وذلك حسب قيم CC‏ : ; لكا لب بلك 
ab, =0 42 6 ©‏ يفره 

3 هذه الحال ينطبق المستقيمان ,0 ود0 . 0= A b,c b,c,‏ 


a,c, —a,c, = 0 
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هناك إذن ما لا فاية من الحلول 


a,b, — a,b, > 0 Dz, D; يتوازى المستقيمان‎ JU فی هذه‎ 
B aC, = ac, =0 إذن لا يوجد حل.‎ 
b,c, —b,c, =0 


الحدد من 45M‏ الثانية 


+7٥۹١ „da أن‎ u 
حلا وحيدا عندما‎ JG wok أن > المعادلتين‎ Lil) 
2 2) Cz 


0 يهرط- ca,b,‏ هذا الحل عرو 














cb Gd ,, 66-5‏ _ 
ab ab, ° 4b,-ba,‏ 0* 
إن الرمز || يساوي 
إذن بتكون المحدد من JI‏ 25 الثانية من أربعة Pl ab. -ab pole‏ 
lb 21 a‏ 
مصفوفة على سطرين وعمودين تساوي قيمة جداء KG‏ 
العنصرين المؤلفين للقطر الأول الهابط من JEJ‏ ,0ر4 - ر٥۵‏ = a, Cı‏ 
016 
واليسار إلى الأسفل واليمين. 7 
(Ci Di‏ 
cb, —c,b‏ = 
مطروحا من جداء العنصرين المؤلفين للقطر الثاني 25 2 cb]‏ 
المهابط من اليمين إلى اليسار ومن الأعلى إلى 
الأسفل. 
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خواص الحددات 

1- إذا ضربت عناصر أحد السطرين أو العمودين بعدد ما k‏ فإن فيمة الحدد 
تضرب هذا العدد. 

a, b, 


a,b, =k(a,b, - ab, ) 





ME 


a, b, 








2- تتغير إشارة ا محدد إذا تبادل فيه سطرين أو عمودين. 
o‏ 
a, b,‏ 














3- لا تتغير قيمة المحدد Bł‏ بادلنا فيه الأسطر بالأعمدة والعكس بالعكس مع 


. المحافظة على الترتيب.‎ 
a, b, — ا‎ 
ab, a bb, = (ab, - a,b,) 














4- إذا تساوت أو تناسبت „ole‏ سطرين أو عمودين في محدد ماء فامحدد 


يساوي الصفر. 
a,b, _laa,|_|a, b, 0‏ 
a,b,| |a,a,| |kakb,| "‏ 

















5- إذا كان كل عنصر في أحد LI‏ أو أحد الأعمدة عبارة عن مجموع 
حدين» فامحدد يتألف من مجموع محددين. 
a, b,‏ 


a, b, 


a, +a, b, +b, a, b; 




















22 b, a, b, 


14 


p 


المحدد من المرتبة zuj‏ 
هو كل محدد يكتب على الشكل التالي: 
la, b, ©‏ 
و6 رط ره نرمز ب ay‏ للعنصر الموجود في السطر ‏ وني العمود J‏ 
by ©‏ يه 


في UL‏ هذا 4146 > Ay‏ رط د a,‏ 

نرمز ب Ai‏ إلى المعين الصغير أو احيدد ej)‏ من الرتبة (00-1 الموافق للعنصر 
ay‏ وهو بالتعريف حاصر ضرب (1-) باحدد الناتج من الحيدد الأصلي بعد 
حذف السطر i‏ والعمود J‏ 


= +(a,b; — a; b,) UŁ في‎ 


a, b 
A = أت‎ (1+3)|72 72 
„=D a, b 








173 


أما قيمة انحدد من الرتبة الثالثة فتحسب بالنشرء U‏ وفق سطر أو عمود تختاره 


ونحصل على النتيجة: 
a, b, e‏ 
a, b,‏ و A b, c, dy‏ 
a, b, €2| - © -b 6 =‏ 
b;‏ يه by Cz 43 Cz‏ 
b; ©‏ يه 

















(a,b,c, + b,c; + cab, )- (b,ayc; + a,C,b; + cba) 
بمكن التوصل إلى هذه النتيحة بواسطة قاعدة الإقطار وتتلخص في أن ذكتب‎ 
احدد كما هي» ثم نطبق على ين العمود الثالث عناصر العمود الأول‎ „ole 
JAW والثاق .كما هو ميين أدتاة: نرسم الأقطار الرئيسية. الثلاثة الأول‎ 

الحاصل وهي الأقطار النازلة من الأعلى إلى الأسفل ومن اليسار إلى اليمين ثم , 
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نرسم الأقطار الثلاثة الأحرى المناظرة وهي الأقطار النازلة من الأعلى إلى 
الأسفل ومن اليمين إلى اليسار. نضرب عناصر كل قطر بعضها, ببعض ونضع 
أمامها إشارة (+) أو (-) حسبما يكون القطر الرئيسي أو المناظر له Wały‏ 
qq a b‏ ل a‏ 

NX MX / 


44 b CC a b, Sarrus هذه الطريقة تدعى بطريقة ساروس‎ 


4 KAN 
a, b, cz a; b; 
+ (abc, + رط‎ Ca, +c,a,b,) 
-(b,ayc, + a,C,b; +e,b,a,) 
تطبيق عملي‎ 
3x+5y=19 ١ 1 
6x-7y=4 Sa لنيذا جملة المعادلتين‎ -1 


الحل 
نحسب قيمة المحددات الثلاث التالية: 
المحرج المشترك = -51 صورة المحهول × =-153» إذن قيمة امحهول 


5 
śe 7”‏ 
102 
قيمة المحهول oil‏ كه 
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2- حل جملة المعادلات التالية: 


x+4y+3z=1 


2x+5y+4z=4 
x-3y-2z=5 
الحل‎ 
نحسب المحددات الأربع التالية:‎ 
113 143 
y صورة‎ 2 4 4=-2 2 5 4 =1 DC المشترك‎ z > 
1 5 2 32 
1 41 1 4 3 
2 صورة المجهولر 3= 4 5 4 2= 4 5 2| صورة‎ 
135 53 2 


x=3,y=-2,z=2 ; Jets! قيمة‎ 


8 شخصان يسألان عن أعمارهماء يقول „ŚM‏ للصغير» عمري OW‏ هو 
ضعف عمرك عندما كنت في سنك. أحاب الصغير: عندما أصبح في عمرك 
الآن NOTE‏ 

السؤال: ما هو عمر كل شخص؟ 

JH a 

نفترض د سنة عمر الكبيرء بر سنة عمر الصغيرء الفارق في الأعمار هو دائما 
y)‏ - :) سنة. 

المعادلة الأولى حسب النص: x=2y-(c-y)]‏ 

المعادلة الثانية: x+x+(x-y)=63‏ 
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نحل ذلك بطريقة المحددات: 


3x-4y=0 
3x-y=63 








4 3 4- 0 
ا لمشت ك 9= ةع 252 - 
لمخحرج لمشتر 4 h‏ صوره i X‏ 
١‏ 0 3 
صورةير 1-189 bać baj‏ على: 
ae‏ الكبيرة ta 28-x‏ = 232 
189 


4- لدينا دوال العرض والطلب على ثلاث سلع وهي: 

















العرض | الطلب 

0 =30-4p, + p, +2p, 0 =6p, 

Of =40+3p, —2p, Q; =10p-20 

O, =20-5p, - 22, O: =20p; -4‏ 
السؤال: أحسب أسعار وكميات التوازن؟ 
e‏ الحل 


يتحدد سعر التوازن عند تعادل العرض والطلب. 
=6p,‏ يم 2 + رم + =Q; =30-4p,‏ 05 
=10p-20‏ رم 2 - Qp = 07 =40+3p,‏ 
4- ثم20 = يم 2 - ,م5 - 20 - 06 - 0 

نحسب الحددات الأربع التالية: 
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(6 -1 =2 śl قت‎ 
-3 12 0 | - 2454 المشترك‎ z AM BO 12 01-9816 صورة,م‎ 


22- 0 30 0-22 5- 
0 1- 10 2- 30 10 
صورة .م 60|=4908 12 3-| صورة ,ير 0|=14724 60 3- 
24 0 5- 2 24 5- 





وهكذا نحصل على أسعار وكميات التوازن للسلع الثلاث. 
p,=6 P.=2‏ 4ديم 
q,=36‏ 40- ,و 24= 4q,‏ 


5- حل المعادلة التالية: 
(15-2x) 11 0‏ 
(11-3x) 17 0‏ 
x) 14 3‏ -7( 


نحلها بنشر العمود الأول. 
111 111 171 
4د 60د مو دمل ,0-28 0 


6- احسب قيمة LJ p!‏ في المحدد بحيث تصبح قيمة الحدد تساوي0. 





7 كم 
1+3 1- 

الحل 
(-5X1+3)+7=0 8-24-8=0‏ 
A=1+8=9 54 t,==2‏ 
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7- برهن على أن المقدار JU‏ يساوي الصفر 
4 1-1 1 13/20 4.14 23 
1-6-0 4+1 3 1+ا5 3 6+6 5 4 
3-29 6 5 | 7 5 8 8 7 6 
C=(-2) D=(+2)‏ 8-0 4-0 


8- يلعب ثلاثة أشخاص اللعبة التالية: GW‏ كل شخص مبلغ معين يختلف 
عن مبلغ الآخرين. في كل لعبة يخسر أحد اللاعبين بالدور. كلما خسر لاعب 
عليه أن يدفع للاعبين الآخرين نفس المبلغ الذي يمتلكانه. في هذه اللعبة يخسر 
كل لاعب مرة واحدة فقط. وني الأخير بعد ثلاث جولات» يتوقف اللعب 
ويفترق اللاعبون وفي جيب كل واحد منهم نفس AU‏ 36دج. 
السؤال: ما هو المبلغ الذي كان في حوزة كل لاعب قبل اللعب؟ 

J a 

نفترض zy, x‏ مقدار GW AW‏ اللاعيين. نفترض أن اللاعب الأول يخسر 
اللعبة الأولى. تصبح المبالغ لدى كل لاعب بعد اللعبة الأول كالتالي: 

(x-y-z), 2y, 22 

بعد اللعبة الثانية نفترض أن LEW‏ الثاني يخسر ونحصل على: 

2(x-y- z) (2y-x-z), 4 

بعد اللعبة الثالثة نفترض أن اللاعب الثالث يخسر و نحصل على: 


4(x y z), 26y 3 z) (7z 3 y) 
نحن نعلم أن هذه الكميات الثلاث متساوية للمقدار 36دج.‎ 
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نحن إذن أمام ala‏ ثلاث معادلات لثلاث بجاهيل. 
55 ج - 4x-4y-42=36‏ 
15ج - 22-36-+2-بر6 











7z-x-y=36 =g18 
لنتأكد من صحة الأجوبة‎ 
x | 54 z 3 
9 63 36 بعد اللعبة الأولى‎ 
| 18 18 72 بعد اللعبة الثانية‎ | 





| بعد اللعبة الثالثة 36 Ś | e.‏ | 


9- احسب قيمة الحدد 


ننشر المحدد حسب pal‏ > الأخير فنحصل على 





a” a 1 


b” b 1| = b*c-be*)-(a?c-ac')+(a?b-ab* )= 


c c1 


AE WPA‏ ا 


0- برهن على أن: 
a+r a+2r‏ 4 
a+3r a+4r a+$5r|=0‏ 
a+6r a+7r a+8r‏ 
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(a-b-c) 2a 2a 
2c (b-c—a) 2b |=(a+b+c) 
2c 2c (c-a-b 


11- لدينا مجموعة المعادلات التالية: 


-x-2y+z=5 
2× + حل بطريقة المحددات 1- = 22 - بر‎ 
-3x+z=0 
الجواب‎ 
3 1 
==>; =-3, = 
(z z” 3 x 1 
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GU الفصل‎ 

المصفوفات 
تحديدها: هي بجموعة „le‏ موزعة على شكل حدول يتكون من أعمدة 
وصفوف. نرمز للمصفوفة بالرمز ر۸ بحيث أن ef m‏ عدد الأسطرء بر 
JE‏ عدد الأعمدة. b)‏ كانت #۸ ” دعيت المصفوفة مستطيلة. وإذا 





كانت م = يبر دعيت المصفوفة مربعة. وإذا كانت 1 - "ص دعيت المصفوفة 
سطر. وإذا كانت 1= مر دعيت المصفوفة عمود. 


المصفوفات الشهيرة 
1- المصفوفة القطرية. 
هي مصفوفة مربعة جميع عناصرها معدومة ماعدا 
العناصر الواقعة على القطر الرئيسي فيها. مثال: A=|020|‏ 
SAO A dc‏ 


w 

o 

© 
لالع 





2- المصفوفة المتناظرة. ]5 4 3( 
هي مصفوفة مر بعة) العناصر المتناظرة فيها B=|4 2 8 JU‏ 
للقطر الرئيسي متساوية. مثال: المصفوفة 8. BSM‏ 


3- المصفوفة الأحادية. 


هي مصفوفة قطرية» عناصر قطرها الرئيسي تساوي [0 0 1 
جميعها الواحد. مثال المصفوفة ©. 62/010 
001 
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4— المصفوفة الصفرية. 
هي مصفوفة جميع عناصرها معدومة ويرمز لها [0] 
5- المصفوفة الشاذة. 
هي مصفوفة مربعة محددها يساوي الصفر 
6- المصفوفة النظامية. 
هي مصفوفة مربعة محددها لا يساوي الصفر. 
7- منقول المصفوفة. 
"w.‏ 30 1 ا 123 
هي المصفوفة الي نحضل عليها بوضع اسطرها أعمدةء 6 5 H=|4‏ 
والعكس بالعكس. 789 


مثال: منقول المصفوفة 51 هي المصفوفة/11. 147 
H'=|258‏ 
حظة. 
ż‏ 369 


منقول المصفوفة المستطيلة من An) ŚM‏ هي 
المصفوفة المستطيلة من المرتبة Aqm)‏ . 

منقول منقول المصفوفة ۸ هي MB‏ 

إذا كانت المصفوفة 4 متناظرة فمنقول المصفوفة هي „AB‏ 
8- المصفوفة „BLU‏ 

هي المصفوفة M‏ المربعة جميع عناصرها 0= a,‏ فإذا كانت زر < ¡ ”ميت 
عصفوفة مثلثة إلى أعلى. وفي حالة العكس <j‏ ن سميت..مصفوفة مثلثة إلى 
أسفل. وإذا كانت بنفس الوقت مصفوفة مثلثة إلى أعلى وإلى أسفل فهي 
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مثال: 

abc a00 a00 
0 24 © b 4 0 0 d 0 
0 0 f 0e f 0 0 f 


مصفوفة قطرية ‏ إلى أسفل إلى del‏ 


9- المصفوفة المساعدة. 

هي المصفوفة الي paź‏ عليها إذا أخذنا كل عنصر من المجموعة وحسبنا 
czaki‏ الصغير المقابل له. لحساب هذا المعين الصغير jb‏ العنصر ونحذدف 
السطر والعمود المقابل له ونطبق قانون الإشارة. 

مثال: المصفوفة >[ والمصفوفة المساعدة '16. 


123 -2 3 4 

K=|201 K'=|6 -9 4 

4- 25 0 2 3 
العمليات على المصفوفات 


1- التساوي: يقال عن مصفوفتين Ul‏ متساويتان فيما إذا كانت U ple‏ 


المتقابلة متساوية. مثال: 


a b 12 1 
= —>a=| d=2' c=3 d=4 
cd 3 4 


2- الجمع: يقال عن المصفوفة ULC‏ تشكل ę me‏ المصفوفتين A‏ و8 إذا 
كانت المصفوفات الثلاث من نفس المرتبة. مثال: | 
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21-50 1-4 3 2 J=J=2 2 

A=|2 4 3 2|]+B|-14 5 2-01 8 8 4 

5$—1-3 3 23-10- 3 2.0 = 
خواص جع المصفوفات 


0 جمع مصفوفتين عملية تبديلية 

. جمع عدة مصفوفات عملية تجميعية 
3— الطرح: يقال من المصفوفة ULC‏ حاصل طرح لمصفوفتين ۸ ر8 إذا 
كانت من نفس الرتبة .CEA-B‏ 
إذا أضفنا الصفرية إلى أية مصفوفة نحصل على نفس المصفوفة. هذا يعن أن 
المصفوفة الصفرية تتمتع بنفس الخواص الي يتمتع بها الصفر في الجمع الحبري. 
4- الضرب: ضرب مصفوفة بعدد ۸هو مصفوفة أخرى تنتج bale‏ من 
عناصر المصفوفة ۸ بعد ضرجا بالعدد „A‏ مثال: 


3 1-2 -9 -3 6 
A= A=-3 A=4A= 
=10 5 3 0-15 


5- ضرب مصفوفتين: أن حاصل ضرب المصفوفة A‏ بالمصفوفة Bp)‏ 
هي المصفوفة Cup)‏ يفترض في عملية الضرب أن تكون أعمدة المصفوفة A‏ 
تساوي عدد اسطر المصفوفة 8 في مثلنا هذا تساوي «م. مثال: 

12 71 323 


1-3 1.5 
AG) > 3 x Bû.) 3210 = C64) 7 122510 
45 191 1 20 
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خواص جداء المصفوفات 
0 جداء المصفوفات عملية غير AxBźBxA ALU‏ 
0 جداء المصفوفات عملية تجميعية Ax(BxC)=(AxB)xC‏ 
0 جداء المصفوفات عملية توزيعية بالنسبة للجمع أي: 
Ax(B+C)=(AxB)+(AxC)‏ 
5- منقول جداء مصفوفتين يساوي جداء منقوليهما مع عكس LHA‏ أي 
.(AxB)=B'xA'ol‏ 


مثال: 
213 
21 10 4 213 23 
A= xB =AxB=‏ 
3 24 8 045 4 
13 7 2 1 
2482 20 
, 1241 
A'= xB'=|1 4|=(AxB) =|1 10 24 7‏ 
0352 
13 3 21 3 5 3 
نلاحظ أن (B'xA')=(AxB)‏ 
مقلوب المصفوفة 


تحديدها: مقلوب المصفوفة A‏ إذا كانت نظامية هي المصفوفة ui 22 A!‏ 
تحقق العلاقة التالية: AAT=T‏ بحيث أن 1 تمثل المصفوفة الأحادية. الحساب 
مقلوب المصفوفة 4 هناك ثلاث طرق: 
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1- نحسب المصفوفة المساعدة ثم نحسب منقول هذه المصفوفة» أخيرا نقسم 
النتيجة على محدد المصفوفة. 


102 
مغال: LN‏ المصفوفة نحسب المصفوفة المساعدة ثم aiz û‏ 
نحسب منقول المصفوفة المساعدة ثم نحسب قيمة المحدد: 243 
A--29‏ 0 3 9[ 
أخيرا نمحصل على مقلوب المصفوفة: 4 7 A=|8‏ 
z 98 6‏ 2 
A'=h=-)? 7 2‏ 86 „ 
A=|3 7 2 10 43‏ 
3 104 





r 


2- حسب هذه الطريقة» بحري تحويلات خطية على 
المصفوفة حي تبرز المصفوفة الأحادية. 

مثال: حل ala‏ المعادلات. نكتب المصفوفة ونضيف عمود رابع يتكون من 
القيم الثابتة الموجودة في الطرف الثاني» حصل على المصفوفة ‏ 9= 32+ ×2 
A‏ بحري wyć‏ خطية على هذه المصفوفة حى تبرز 19< ر4+* 


Y-z=3 5 
المصفوفة الأحادية.‎ 
إذن:‎ LJ 
2039 
A=|140 19 L,(-1)+ ,رط‎ L,(-1)+ L, 
01-13 A 
L,| > |, L,(4)+ L,,L(-1)+ L 
maż (5)260+44-0)+L 
B=|010 4 -8 -3 8 
ابلط‎ — pL, —|+L,L|-|+L 
0011 (1-7) 28 4 
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وهكذا نحصل على المصفوفة 8. 

نلاحظ أن المصفوفة 8 تتكون من المصفوفة الأحادية. أما الأعداد الموجودة في 
العمود الرابع فهي EE‏ حلا AL‏ المعادلات. إذن: 2-1 x=3 y=4‏ 
3- تقتضي هذه الطريقة بإجراء تحويلات خحطية بآن. واحد على كل من 
المصفوفة A‏ والمصفوفة الأحادية 1 حي تنقلب JA‏ مصفوفة أحادية. عندئذ 





A! تنقلب 1 إلى مقلوب المصفوفة‎ 
مثال:‎ 
123 او‎ [180 
A=|848| بى,‎ *-|010 
s56| 0 [001 
| SL ee 100 
B=|0 0-1] |, *-|-210 
kaj "dT 
RZE -5 0 2 
Celî 1 Ż| إلى‎ sl Tal 
Mabo 00 30% 
ديا‎ * waw, ر‎ |-5 9 2 
D=|0 1 NE 1 1-1 
owej | 
100 i 4 2 
I=|0 1 0 A" =| -3 3 -1 
0 0 1 2 tr 
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إذن مقلوب المصفوفة .4 هي المصفوفة "۸ وللتأكد من صحة Pył‏ يكفي 
أن نضرب المصفوفتين AAT=I‏ علينا أن نحصل أن نحصل على المصفوفة 





الأحادية. 
تطبيقات عملية 
1 3 

a-| |۸‏ 
GBA oli „żali LJ -]‏ 2- 6— 
احسب مربع هذه المصفوفات؟ كك |-ة 
kuć sd‏ ےا % ايم 
هذه المصفوفات الثلاث تساوي مربعها. 4Ąal=ż|‏ 


CBA” المصفوفات‎ LJ -2 
3 - الجوا‎ 

ا جوا 2| | 
نلاحظ أن مربع هذه المصفوفات يساوي 5 
63 

c-| |= =10C' وهكذا‎ cb sw جداء المصفوفة‎ 


4 8 
نحصل على: 
3- احسب جداء المصفوفتين 4 و8: 

405 4 0-5 100 

A=|0 1-6|xB=|-18 1 24|-7=1010 

3 0 4 -3 0 4 0 0 1 


النتيجة: جداء المصفوفتين يساوي المصفوفة الأحادية. 
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12 8 


20 28 
C=| 30 20|xD= 
-30 -42 
-18 -12 


النتيجة: جداء المصفوفتين يساوي المصفوفة الصفرية. 


=|0 0 
00 


4- لدينا المصفوفات التالية: 1 = 
- احسب جداء المصفوفتين. 1 - © »× ۸ dk‏ 
b‏ 1 
الجواب: نحصل على المصفوفة الأحادية. | |5 
— برهن على أن: ALS (A+B)?=2(A2+B7)‏ 
الحل 1 ا 
11 | 3 
A” =‏ 
k uj‏ > 1 0 
= 82 +42 
2 0 1 | 5 
BE‏ 
1 0 
=(A+B) -|; |‏ =+( 
4 0 2 0 
2(A2+B2)= h oaz (A+B)‏ 


5- لدينا المصفوفات التالية: „GBA‏ 


1-3 1 123 2-2-4 
A=|2: Fl B=|2 4 6| C=|-13 4 
4-30 12 3 i 2 =3 
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, صحة العلاقات التالية:‎ CJI 
(A+B) =A'+B' 
(AxB) =A'xB' 
Ax(B+C)=AB+AC 
الحل‎ 
1 2 4 2414 
A|-3 1 -3 (A+B)4 5 5 
1-10 $ 1 3 
121 245 
B2 42|  (A+B)=A'+B1 5 1 
3 6 3 453 
-4 -8 -12 
(AxB)=| 6 3 9 
-2 -4 -6 
-4 6-2 
(AxB) =|-8 3 -4 |=B'xA' 
-129-6 
3 0-1 2-21 -31 
B+C=|1 7 10|=Ax(+C)=|5 7 8 
200 9 -21 -4 
-4-8 -12 
سس اتا‎ 7 Ne 
2-17-28 
-2 -4-6 
2 -21 -31 
A(B+C)=AC+AB=|5 7 ود‎ 
9 -21 -34 
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LU -6‏ الجموعة الاحصائية التالية معطاة بالجدول التالي: 












































الفئة مركز الفئة التكرار nx, n,x,‏ 
من 0 n] nı Ni 1 2 di‏ 
من 2 إلى 4 3 5 15 45 

5 6 30 150 
ن 4 إلى 6 
من 4 إلى | | | 
8 6إلى 8 7 Tn, N,‏ 49 
من 8 إلى 10 9 81n; Ons Ns‏ 
|> 5 ۳ 

nx, = 556 Lnx, = 94 Zn, =20 z | 
لدينا العناصر التالية:‎ 


التباين 5,71 = 02 . الوسط الحسابي 4,7 = × 

بحمو ع التكرار 20 = „Zn,‏ احسب قيمة المجاهيل الثلاث: ns)‏ .08,71 
الحل 

Zn =n +۸, + ۸, +11 = 20 ع التكرار:‎ za 


الوسط الحسابي: 294 دک > ) 


= Zna - © =205,71+(4,7) التباين[‎ 


„Jale وهكذا نحصل على جملة ثلاث معادلات لثلاث‎ 
n, +n, +n; =20-11=9 
n, + 7n, +9n, =94-45 = 49 
n, + 49n, + 81n, = 556-195 = 1 
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7- اقلب المصفوفة التالية: |5 3 A=|10‏ 
4 


الحل 


نحري التحويلات الخطية التالية: 


1 +)1.2(5|2.6 +[ )لبط L,,L,(-10)+‏ +(4-) را 


4 
7 5 7 
n(-3)* 1.1 )+ (2)‏ 
"SEED‏ 
3 3 
5 1 5 
الاب | کے کے A'=|0‏ 
الجواب 6 3 
7 2- 2 
6 3 
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الفصل الخالت 
المشعقات 





تحديدها: إذا كان LA‏ الدالة ()/ر = بر مستمرة ومحددة في الجال[ط,م] 
نسمي مشتق هذه الدالة ونرمز له بالرمز )ير = “ير النسبة ما بين تزايد 
التابع Ay‏ وترايد المتغير المستقل Ax‏ عندما تتناهى» هذه النسبة إلى الصفر: 


Ay . 
!'=f'(x)= كاية‎ 
Jal (> 





¬0 


حساب مشتق الدالة 





SLL‏ مشتق دالة ما نتبع الخطوات التالية: 

1- نعطي Jem‏ المتغير × تزاید» ونرمز له ج4 . ينتج عن ذلك تزايد للتابع 
المتغير ونرمز له بر . 

oz aji السب ما بون‎ e 2 


3- نحسب فاية هذه النسبة عندما تتناهى 0 > „Ax‏ 


تطبيق عملي 


احسب مشتق الدالة × = رر 


نتبع نفس الخطوات فنحصل على: 
2xAx + (Ax)‏ + × =( +ع) = برخ + ر 
Ay =2xAx + (Ax)?‏ 


W 2× + A 
Ax 
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عندما تتناهى 0 ج ×۸ كاية النسبة تساوي: y= lim = 2x‏ 


0ب 


إذن مشتق ANI‏ × = بر هو 22 - 'بز 


المفهوم الهندسي للمشتق 
لدينا ga‏ الدالة: J=J(X)‏ )©( 
ونرمز له ب(0) ولتكن M‏ نقطة 
من نقاط المنحن احداثياتها (ry)‏ 
لنتصور نقطة محاورة لها( M (xy,‏ 
نرسم القاطع LIMA‏ ٣اا‏ س ao R‏ 
نقول MT „LI ol‏ هو فاية القاطع MS‏ عندما تقترب النقطة M‏ من 


T 
4! 






01 





النقطة „M‏ 
و القن الل ود 
القاطء: لدي 
ميل Ax e‏ *- ود 


نعتبر النقطة M‏ ثابتة والنقطة “14 تتحرك stól‏ النقطة „M‏ 

هذه العملية „IK‏ عملية اقتراب 0 ج »4 . يدور القاطع MS‏ حول النقطة M‏ 
ويأحذ في الأخير الوضع MT‏ وهو وضع المماس OŚ‏ ميله مساويا » 
عندما0 ج ×۸ ومنه التحديد التالي: 

المشتق: هو المثل الزاوي لمماس الخط البياني GU‏ في النقطة المفروضة M‏ 


edi ŚĆ. 
Ax 


40 
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تطبيق عملي 
1- أوجد معادلة المماس zd‏ الدالة2+1- تم بر في النقطة M‏ 
احداثياتًا هي: (5 = ,),2= . 
الحل 

معادلة المماس: (ر× - 0()<6*<)”/ = ونير 
بذ بحساب مشتق الدالة: 2- y =3x‏ 
قيمة المشتق في النقطة M‏ هي 0 Ja,‏ 

y-5=10(x-2) | 
هي:‎ 


إذن معادلة المماس ie‏ 
y=10x-‏ 


2- أوجد معادلة المماس عند النقطة A‏ احداثياتما الواقعة على gu‏ 


ak 0 0 y=x -1 الدالة‎ 


Jo 
J>! 
y'=4 :A قيمة المشتق في النقطة‎ cy'=2x مشتق الدالة هو‎ 
ور - ر‎ = f )x0() ¬ X) معادلة المماس:‎ 


48-5 - برج (4)2-2 - 3-ر 


3- احسب معادلة المماس والناظم للمنحى × y-‏ في النقطة A‏ احدائياتا 
(x, = 4 =2)‏ 

2 
د 

37 
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ميل „LI‏ في النقطة 4 = x,‏ >= 
معادلة المماس: )-2=4(0-4)%1-4y+4=0‏ 
معادلة الناظم: نحن نعلم بأن ميل المنحنيين جداءهما يساوي (1-) إذن ميل 


الناظم = (4-) 
معادلة الناظم: y-2=-4(1-4)>y=18-4x‏ 


حساب مشتق الدوال الشهيرة 
مشتق العدد الثابت = الصفر 0= 'برج + ج ير 
مشتق المتحول المستقل-1 1- 'برج + - بر 
مشتق الدالة ۾ = 'ر ج جه = رر 
مشتق الدالة "×= 'ر ج "× = ر 


مشتق الدالة مس او دار 
x x‏ 


مشتق الدالة لحد ارد بل = ر 
مشتق الدالة 1 ر کد ×عا= بر 
مشتق e ANI‏ = ر جد yze‏ 
مشتق y=sinx > y'=cosx ANI‏ 
مشتق y=cosx>y'=-sinx MNI‏ 
مشتق y=lgx>y'=l+rg"x NN‏ 


y=uty-wży=w+v-w عدة دوال‎ ę mó مشتق‎ 
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مشتق جداء عدة دوال ۷+ y=uyży=w‏ 


مشتق حاصل قسمة دالتين YW‏ 


u 
برج دير‎ = 
¥ 





مشتق دالة الدالة: نقول عن db‏ ما UL‏ تابع التابع فيما إذا كان هذا التابع 
معينا بالنسبة ل × بواسطة علاقة تحوي تابعا وسيطا 


TE‏ هم 
u=o(x)‏ 


مشتق التابع „ŚWI‏ لتابع معلوم 
لیکن التابع (×) = بر والتابع المعاكس (ر)ع = × 
إذا كان للتابع (:)/ y=‏ مشتقا ونرمز له()”/ = “بر وللتابع المعاكس مشتقا 
x =g'(y)‏ هناك العلاقة التالية الي تربط ما بين المشتقين و 
rz‏ - 0ع yxxy=1‏ 

المشتقات المتتالية 
ŚJ‏ لدينا الدالة "× = بر تقبل مشتقا من الدرجة الأول "ممم = cy‏ يمكن 
اعتبار المشتق دالة جديدة ونحسب مشتق هذه الدالة فنحصل على المشتق من 
الدرجة الثانية =n(n-1x"*‏ "بر وهكذا دواليك نحصل على كافة المشتقات 





المتتالية حب الدرحة =n(n-D(n-2)...----.-- 3x2xl=n! n‏ "ر 


المشتق من الدرجة (1+) يساوي دائما الصفر. 
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تطبيق عملي 
اجب المشتق النوني للدالة در 
لمشتق الأول- =| بر والمشتق التالي ج = "رر 


نلاحظ أن المشتقات للمتتالية تغير إشار تما كل مرة. إذن المشتق النوئ للدالة 


2 
3 





y= zm يساوي:‎ 


مشتق الدوال الضمنية 
لتكن لدينا المعادلة 0= (بز,)/ ly‏ تربط المتحولين × ودر ببعضهما. نقول 
بأن هذه العلاقة aj‏ © التابع بر بدلالة x‏ 
تر 
NZ‏ 
مثال: احسب مشتق الدالة الضمنية: 1= ”ر + × 
الحل: نطبق الدستور فنحصل على: 


ع ار ج ×2 = =0=>2yy'‏ 'ررر2 + ×2 
3 


= ار ج 0= (ر,x)‏ ر + (ر )ل 


أهمية دراسة المشتقات 
1- إن دراسة مشتق الدالة يسمح ac U‏ 6 اتحاه تغير الدالة. فإذا كانت 
إشارة المشتق موحبة تكون الدالة متزايدة» وإذا كانت الإشارة سالبة 
تكون الدالة متناقصة. 
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2- تمر الدالة بنهاية قصوى (عظمى أو صغرى) B‏ انعدم المشتق الأول. 
إذا كانت إشارة المشتق الثاني سالبة نكون „LI‏ ماية عظمى. وإذا 
كانت الإشارة موجبة OŚ‏ أمام فاية صغرى. By‏ انعدم ZN‏ 
الأول بدون أن يغير الإشارة نكون أمام نقطة انعطاف. 

3- ف ميدان الإحصاء: يمكن توفيق المنحنيات بطريقة المربعات الصغرى. 
هذه الطريقة تعتمد على المشتقات الجزئية. 

4- في الميدان الاقتصادي: كل التحليل الحدي يقوم على أساس المشتقات. 
فدالة النفقة الحدية هي مشتق دالة النفقة الكلية ودالة الإيراد الحدي 
هي مشتق دالة الإيراد الكلي. كما أن شرط تعظيم الربح يقوم على 
أساس أن نعدم مشتق دالة الربح. كما أن مفهوم المرونة يقوم على 
„zizi „l‏ 


المشتقات الجزئية 

لقد درسنا حن الآن الدوال من الشكل ()/ر y=‏ هناك دوال لعدة متغيرات. 
مثال دالة الإنتاج تابعة لمتغيرين أو أكثر وهي عوامل الانتاج من عمل ورأس 
JW‏ وتكتب على الشكل التالي: (بر,د)/ر = 2 . نرى أن التابع aż‏ متغيرين × 
„yy‏ يقابل كل قيمتين احتياريتين للمتحولين المستقلين × ودر قيمة واحدة للتابع. 
يمكننا أن نعبر في تابع متعدد المتحولات كل المتحولات ثابتة ما عدا متحول 
واحد. مثلا نعطي للدالة: f(x,y)‏ = 2 قيمة ثابتة للمتحول برونحولد لوحده 
فنحصل على تابع ذي متحول واحد. نسمي مشتق هذا التابع بالنسبة x‏ 
بالمشتق الحرئي ونرمز له: 
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f(x,y) = lim E 
* Ax>0 7» 


بنفس الطريقة يمكن أن نحسب مشتق هذا التابع بالنسبة لر ونسمي ذلك 
المشتق GŁ)‏ ونرمز له: JYAY)‏ 


يمكن كتابة المشتقات الحزئية بالرموز التالية: ga? ża M‏ 


إن طريقة حساب المشتقات الجزئية هي نفس طريقة حساب المشتقات العادية. 
مثال: احسب المشتقات الحزئية للتابع: ax2 + 2bxy + cy‏ دج 

z, =2ax+2by = 2(ax +by) 

zy = 2bx + 2cy = 2(bx+ey) 


المشتقات الجزئية المتتالية 
كل مشتق من هذين المشتقين يمثل تابعا للمتحولين  yy‏ ولكل منهما 
مشتقان جزئيان بالنسبة لهذين المتحولين المستقلين × yy‏ نسمي كلا منهما 
Gz „ dz , 8%:‏ » 


شتو الى ئ „UJ‏ ونرمز له: ——= z,‏ —= ,س5 2 
بالمشتق لحرئي في ورمز M = ąz Zyy z 2y Bêy‏ 


تعظيم دالة لعدة متغيرات 
لتعظيم دالة لعدة متغيرات لا بد من توفر الشروط التالية: 





02 0 ا‎ R 
x نعدم المشتقات الحزئية من الدرجة الأولى | برج‎ © 
02z ج02‎ 
> < نحسب المشتقات الحزئية من الدرجة الثانية وج‎ © 
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عق ع3 
0 نحسب قيمة المحدد الميسي H= 323 Gz‏ إذا كانت القيمة 
dy0x Oy‏ 


موجبة هناك فاية قصوى 35 حالة yŚ‏ لا يوجد. 
e‏ ننظر إلى إشارة المشتقات الجزئية من الدرجة الثانية فإذا كانت موجبة 


هناك حد g>l‏ وإذا كانت سالبة هناك حد أقصى. 


تطبيق عملي 
LU‏ الدالة: بور + 2بر- 22 = 2 
ما هي شروط تعظيم الدالة؟ احسب قيمتها. 
الحل 

نحسب المشتقات المزئية من الدرجة الأول ثم تعدمها. 

=4 
=” . >x=y=0) 

Oz x=2Ży 
نحسب المشتقات الحزئية من الدرجة الثانية:‎ 
022 2 222 622 _ 


0x? ay2 axay 





1 -2 1 TK 
نحسب قيمة المحدد ا ميسي : 4-1-0 را 1 =1 أن الإشارة‎ 


موجبة هناك فاية قصوى. 
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ننظر إلى إشارة المشتقات الحزئية من الدرجة الثانية. بما Li‏ سالبة هناك فاية 
عظمى. قيمة الدالة : 0 = (0,0)/ر = 2 
لدينا الدالة: 2بر- بور +× - بر + 2 - 2 
ما هي شروط تعظيم هذه الدالة؟ احسب قيمتها. 
الحل 
نحسب المشتقات الحزئية من الدرجة الأولى ثم نعدمها. 


فز ووو 


0 2=2x- 
و‎ SĄ ssh 


Oz 
—1+x-2y=0 
óy ASY 





2 

نحسب المشتقات الحزئية من الدرجة الثانية. 2 
; 0 ج02 
EE) =]. usł LU‏ حت 
dy dy E‏ 


ما أن قيمة المحدد موجبة هناك فاية قصوى 
Le‏ أن إشارة المشتقات الحزئية من الدرجة الثانية سالبة هناك فاية عظمى. قيمة 


هذه الدالة 4 + 1)44 =2 


القيم العظمى المشروطة 
ف ŚŚ „wy‏ نريد تعظيم دالة لعدة متغيرات تحت قيد. 
هناك طريقتان لحل هذا النوع من المسائل. 
الطريقة الأولى: طريقة التعويض 
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مثال: أوجد النهاية العظمى z=(x-17+(7-2)7 AW‏ تحت AJ‏ 
x-y=l>x=y+2‏ 
الحل 
من المعادلة الثانية نحصل على: r.‏ 
نعوض ذلك ف الدالة الأولى فنحصل على: *(2- بر) + 1(2+ بر) = 2 
نريد تعظيم هذه الدالة. هذا يفترض أن نعدم المشتق الأول أي: 
كد راد برج 0= (2-ن2 + راجن - 'ے 
لمعرفة ما إذا كنا „LI‏ فماية عظمى أو صغرى ننظر إلى إشارة المشتق الثاني 
فنجد 4- ”2 يما أن الإشارة موجبة فنحن أمام فاية صغرى. قيمة JW‏ 
| تساوي 2-2 
الطريقة الثانية: مضاعف لاغرانج 
لكي نعظم دالة ما تحت قيد ما نشكل الصيغة التالية: 
V =(x-1)2+(y-2)7+A(2-x+y)‏ 
نعدم المشتقات الحزئية الأولى فنحصل على: 
4 
2=0-)-2 = 


A=2(x-1) 


= 7ع0 
E NABŃ ^ 1=22-y)‏ 


4 
—=2-x+y=0 
0A + 
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عظم الدالة: z=30-3x-4y‏ 
تحت القيد: x+y?=25‏ 
الحل 
نستخدم طريقة مضاعف لاغرانج. نشكل الصيغة التالية: 
y2— 25)‏ + )2 + بر4 - :3 - 30 - V‏ 0 
نعدم المشتقات الجزئية الأولى فنحصل على: 


نحن أمام جملة معادلتين جهولين بحلهما paź‏ على: 
3x =4y X=3  y=4 2-5‏ 
x+y?=25 x=-3 y= Z = SS ax‏ 


min 
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التفاضل 
تحديده: إذا كان لدينا الدالة(») م = بر معرفة ومستمرة في ابجال |a,B|‏ وتقبل 
مشتقا (08"/ = ر نسمي تفاضل التابع ونرمز له بالرمز dy‏ المقدار 
dy = f'(x)dx‏ 
تفاضل التابع- حداء المشتق بتفاضل المتحول المستقل. يمكن أن 
نکب = ()'/ أي أن مشتق التابع- حاصل قسمة تفاضل التابع على 
تفاضل المتحول المستقل × . 





المعنى الهندسي للتفاضل 

لدينا التابع(*) ۲ y=‏ ترسم خطه البياي. 000 7 
أن ميل اماس MT‏ في النقطة M‏ والى 
تكون احدائياتها (وبر,,*) تساوي مشتق 
الدالة من اجل القيمة x‏ للمتحول „JEM‏ 
„ŚJ‏ النقطة M”‏ نقطة جاورة للنقطة T‏ 
M‏ على نفس المنحى (0) Lil‏ 
هي Ks (x, +At,y, + Ay)‏ 7 = 1 
من الشكل بأن المقدار .PM-PM=QM=Ay‏ إن Jk‏ الزاوية الى يصنعها 
لمان MT‏ مع المستقيم. الموازي حور شات PI‏ المشتق: 


s die 017‏ 7 
77 جرم ع هه . وهكذا نستنتج بان المقدار QN‏ ثل تفاضل الدالة. 






h 








dy = f'(x)dx < ON = y Ax 
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خواص التفاضل . 
يما أن التفاضل يساوي جداء المشتق بتفاضل المتحول × فإن حواص التفاضل 
تنتج مباشرة من خواص المشتق. 
e‏ تفاضل مجموع Me‏ من التوابع- بمجموع تفاضل هذه التوابع 
y=u+tv-w=dy=du+dv-dw‏ 
e‏ تفاضل جداء عدد التوابع- مجموع الجداءات zl‏ نحصل عليها عندما 
نبدل July‏ كل مضروب من الجداء المفروض بتفاضله. 
=uv.w > dy = uvdw + uwdy + vwdu‏ بر 
0 تفاضل حاصل قسمة تابعين-تفاضل الصورة في المخرج ناقص تفاضل 
gal‏ في الصورة والكل مقسوم على مربع المخرج 


_ udy— vdu 
12 


y=== dy 
Vv 
التفاضلات المتتالية‎ 
dzy = f"(xyde نسمي التفاضل الثاني تفاضل تفاضل الأول‎ 
d"y=f"(x)dx" aż وبنفس الطريقة‎ 
على الشكل التالي:‎ glu كتابة المشتقات‎ sę 


„_dy „dy ,„_d'y 
"Tm de سه‎ 
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التفاضل الكلي 
عرفنا تفاضل التابع()ثر = بر sb‏ المقدار dy=f'(xjdx‏ نعرف تفاضل تابع 
متعدد المتحولات بنفس الطريقة ونسميه التفاضل الكلي. 
f, dx + f,dy‏ = عله > z = f(x,y)‏ 


تطبيقات عملية 

1 - عددان × وبر جداءهما ثابت ۾ = ر× = م 
می كر się ę pz!‏ الأدن؟ S=x+y‏ 
الحل 


لدينا المعادلتان التاليتان A‏ 
S=x+y‏ 


ا 
تعر کا 
x‏ 
Z‏ بحده الأدن عندما += ى 
x‏ 
SPRA‏ 
نعدم مشتق الدالة > 


S=|--=0>P=F>x= P=y 
3 


النتيجة: يمر المجموع بحده الأدن عندما يتعادل العددان. 
مثال: 100x1=50x2=25x4=20x5=10x10‏ 


بعر امجموع بحده الأدن عندما يتساوى العددان. 20-10+10 
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2- عددان مجموعهما ثابت S'=x+y=a‏ 


مي £ الجداء بحده الأقصى؟ ر× = ۲ 
S=x+y>y=S-x‏ 
P=xy=x(S-x)=Sx- x?‏ 

يعر الجداء بحده الأقصى عندما ينعدم المشتق 

رر = ّدم < :2= ىج ) - :5-2 'م 

النتيجة: يمر الجداء بحده الأقصى عندما يتساوى العددان. 
مثال: 10-5+5-6+4-7+3-8+2-9+1 

الجداء 9 16 21 24 25 

يمر الجداء بحده الأقصى عندما يتساوى العددان. 


3- تقاطع منحن النفقة المتوسطة والحدية» يتقاطع هذان المنحنيان عندما يمر 
فخت النفقة المتوسطة بحده الأدن أي عندما نعدم مشتق دالة النفقة المتوسطة. 
لدينا المعادلات التالية: 

دالة النفقة الكلية («)/ر = CT‏ 

دالة النفقة المتوسطة CMo u‏ 

دالة النفقة الحدية CMa = f'(x)‏ 

نعدم دالة النفقة المتوسطة فنحصل على: 


(CMo) = M =0= وم‎ = FO) 
x 
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Jia 

لدينا دالة النفقة الكلية 32-8 - CT=x*‏ 

CMo = x: -3x+8 دالة النفقة المتوسطة‎ 

دالة النفقة الحدية 8+ ×6 -32 = CMa‏ 

نحسب مشتق دالة النفقة المتوسطة 26-3 = (CMo)‏ 

ينعدم المشتق عندما و/3 = × في هذه الحالة نلاحظ أن النفقة الحدية = //23 - 
النفقة المتوسطة 


4- احسب مشتق الدالة 5(4 + 2ير4 - ×2) = رر 
نفترض —4x245‏ ×2 = » إذن نحصل على y=u'‏ نحن أمام دالة الدالة. 
مشتق دالة الدالة. y=yy,‏ نحسب مشتق u‏ فنجد «6<2-8 = u,‏ 


منها نحد. (5()6,2-8 + 2ير4 - ×4)2 = y,‏ 


5- احسب مشتق الدالة 32-4/ = بر 
نفترض u=3x*-4‏ إذن ×6 = u,‏ 
تصبح الدالة كالتالي: u‏ = ر > 


6x 
Ja Fo pz 
` 243x7-4 
y=x* AI احسب مشتق كل من الدالة “× = رر ثم‎ -6 


J>! 


y=x(l+Lx) ay=x مشتق الدالة‎ 
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u=x “يرح يز تفترض‎ ANI zza 
بر‎ = ×" AW LA إذن‎ u, = ×" )1 + Lx) مشتق الدالة‎ 








4 
مشتق الدالة ج + ×1 ) = کک > Ly =uLx‏ 
x‏ 34 


yJ =x” x (Lx + Lx + 4 
x 


LJ -7‏ الدالة: ر + 2×[ = ر 
برهن على أن: 0- + fa‏ 
الحل 








r x f" 5 تير‎ 2 
×2 + 2ر‎ “ ٠)24 2رر‎ 5 

= 34 ” 4 x- y? > f + yy =0 

¥ ×2 + y? ” (x? + y2)2 


8- احسب المشتق النون للدالة: == 
الحل 

= y=(l-x)* الأول:‎ sl 

المشتق الثاني: *”(×-2)1-= "ر 

اللشتى القالف: “د1 )6= y"‏ 

zę zali‏ در 


(1 R x)" 
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9- احسب كافة المشتقات 45H‏ للدوال التالية: 


z, = ye" 
2 = x.e” + ye" 2y = xe" 
zy =e” +e” 
ze 5205 0 = xe” 
y 


10- أوجد النهاية العظمى للدالة: ر20 = 2 
تحت القيد التالي: 300 = برك + ×2 
الحل 
نشكل صيغة لاغرانج فنحصل على: 0- بر5 + V =20-/xy + A(2x‏ 
نعدم المشتقات الجزئية فنحصل على: 


dv _ 1/2 ,-1/2 5 1/2 

z ÓW” -2d=0 22-10) ( 
x 

60 1/2 ,,-1/2 1/2 

—= -54=0,> 

7 Seiki 5-102 [ 

%w 54 

— =300-2x-5y=0 = 

22 y 300=2x+5y 


تشكل النسبة بينهما فتحصضل على: >= 


2x-5y=0 0 4‏ 
ن أمام جملة معادلتين مجهولين 2-948 ,30=ر —x=75‏ 
منت ae" zd‏ 
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]]- عظم الدالة: ر4 - ×30-3 = 2 تحت القيد 25 = رر + © 
الحل 
نستخدم طريقة مضاعف لاغرانج» نشكل الصيغة 
)25 - بر + V =30-3x-4y+ A(x?‏ 
نعدم المشتقات الحزئية الأولى فنحصل على: 
2 - 3 ج 0 - ×3+21-= 


= -4+ ج 0 = ر2‎ 4 = 22y 


=x*+y?-25=0 


elee|ee|2 


4x =3y "‏ 
ن أمام جملة معادلتين بجهولين: 
جن امام r Sa‏ 


x=3 y=4 2= 
x=-3 y= ZSS ie 
احسب مشتق الدوال التالية:‎ -12 


ZE 1-y*‏ لحت ترز 
ر4 + 2ر3 + 1 x+y‏ 











» ڑچ = برا 
x-y‏ ر 





XL „ l+Lx-xLx 
= > y د‎ 


x 


e 
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2 ga waw al 13 





x-1 
الحل‎ 
نحسب لوغاريتم الطرفين فنحصل على:‎ 
Ly =2Lx + +)-L(x+9]| 


2, ME. 
x x+1 2(x+1) 





غسب الشتق | 1 34 +2 إر- رد ت 
314 


x x+1 2(x-1) 
×” = لدينا الدالة: "بر‎ -4 
احسب مشتق الدالة الضمنية‎ 
الحل‎ 


dz = f, dx + f, dy =0 نحسب التفاضل الكلي‎ 


„dx = - fydy‏ _ ا 

py BZ: 1 y‏ ال مورت 

eh يوت‎ 
از‎ "A 


نستطيع أن paź‏ باعتبار أن: ,= x”‏ 


f,dy = "عد‎ 1× - xy" 





2 
| 5 ---L 
„wid 87% =(=) 
x'Lx=xy"" 1I x ] x - »ر‎ 
3 


5- أوجد النهاية القصوى للدالة (7+ 7×)- ,20 z=‏ تحت القيد 


2x, +5x, = 230 التالي:‎ 
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الحل 
لتعظيم دالة تحت قيد نشكل صيغة لاغرانج 
V =20x,x, — (x? +13) + A(2x, +5x, — 230)‏ 
نعدم المشتقات الجزئية الأولى فنحصل gle‏ 


2x, +24=0‏ - تك 

2 24 = 2, - 20x, 
ść -2%, +54 =0 > 54 = 2x, — 20x, 
[e 2x, + 5x, =230 
W ży, —5x, -230 =0 

dy 





نحن إذن pul‏ جملة معادلتين 65„ 

52x, =25x, x, = 2 
= 

5x, + 2x, =230 x, =25 


JL LU - 6‏ الاستثمار معطاة بالمعادلة التالية: 


1 =100+4i — 40:2 + 0,1 بر‎ - 0,0005y? 
بحيث أن : تمثل معدل الفائدة. كذلك برتمثل الدخحل.‎ 
ما هي شروط تعظيم هذه الدالة؟ احسب قيمة الاستثمار.‎ 
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الحل 
شروط تعظيم الدالة أن نعدم المشتقات الحزئية 
al 8‏ 
OD 4=80i | _i=5%‏ 
> > 
al 01=0,01y) y=10‏ 


—=01-0,010y=0 
dy 


إذن معدل الفائدة= 5% وكذلك الدحل =10 


نعوض في دالة الاستثمار فنجد )1=100,4 


7- احسب مشتق الدالة الضمنية 5 - +2xy+y‏ × 
المشتق +2y+2xy +3yy=0‏ 3×2 


نه 


ا 3x +2 '(2Qx+3y)>y'‏ 
= 3 = 5 
2x+3y‏ 2 بف ن لكف 





Z =axy-bx*-clogy الدالة:‎ WJ -18 


ما هي شروط د تعظيم هذه الدالة. ارسم الخطوط البيانية. 






7 اخل‎ 
على:‎ Jam نحسب المشتقات الحزئية ونعدمها‎ 
z 7 8 
A 0درو ةسورع‎ 0 
z SE 
| > —=ax--—= y= — 
oy ax 


يتقاطع المنحنيان في النقطة I‏ (ونز,,*) عر 
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LW -9‏ الدالة: A=Ifry+z)‏ احسب GUI‏ الجزئية وقيمتها في 
النقطة H(1,2,0)‏ 
الحل 


A=lu إذن‎ u=xy+z نفترض‎ 


1-1 
مشتق الدالة اللوغاريتيمية هو M‏ وهكذا u,=y dać‏ 
u,=x‏ 





1 قيمة المشتق في النقطة 11 هي‎ 4 - py 
i „ok 1 








له 1 
كذلك = ,4 قيمة المشتق في النقطة 11 هي z‏ 
xy +z‏ 2 

1 

أحيرا = 4 قيمة المشتق في النقطة 11 هي > 
xy+z‏ 5 


BR معکوس الدالة‎ Gaża moe] -20 
J>! 

معكوس الدالة 2× = بر هو الدالة بر = × 
مشتق WI‏ 2 = بر a‏ کل 


ER 
x PW A معكوس الدالة‎ zad 


"2x 2y 


النتيجة: إذا كان للدالة معكوس f(x)‏ = ر فمشتق معكوس الدالة يساوي 


ELS مشتق الدالة.‎ Ji 
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y=Lsinx AW احسب مشتق‎ -21 

نفترض u=sinx‏ إذن 1u AI LJ‏ = ر 
مشتق الدالة دار عا أن u=sinx‏ 

, 08× _ | 


: ١ 
- pay sh إذن مشتق الدالة‎ 
sinx  igx u 








22- احسب مشتق کل من الدوال 
الحل 


y= pzy=(xryj UW مشتق‎ 
x 








مشتق الدالة برد سے ے 1ے , 
مشتق الدالة اک ور و قر قرح 28ے 
x+2y‏ 





مشتق AW‏ رر + 1= رر ج ج = y‏ 
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الدالة: عبارة عن أداة رياضية للتعبير عن العلاقة ما بين متغيرات متعددة. Sa‏ 
في علم الاقتصاد هناك علاقة ما بين سعر السلعة والكمية المطلوبة. كذلك 
العلاقة ما بين حجم الإنتاج ونفقات الإنتاج أو العلاقة ما بين الدحل 
والاستهلاك. 

المتغير: كل ظاهرة اقتصادية يمكن التعبير عنها بعدد ما وتكون هذه القيمة 
قابلة للتغيير تسمى بالمتغير وعلى العكس كل ظاهرة تبقى قيمتها ثابتة تسمى 
بالثابت. 

المجال: إذا كان المقدار x‏ قابل لأن يأخذ كل القيم العددية الواقعة ما بين 
العددين »وط بحيث أن „Jafxtb]‏ نقول عن gsl‏ بأنه يتحول باستمرار 


ضمن محال [ط,] ونسمي العددين »وم بحدي المجال. 





إذا ارتبط متحولان بحيث أنه إذا تعينت قيمة الأول أمكن معرفة الثاي. نسمي 
المقدار الثاني تابعا للأول ونسمي المقدار الأول بالمتحول المستقل. ففي الميدان 
الاقتصادي الطلب هو دالة لسعر سلعة ماء يعني ذلك أنه يترتب على كل pa‏ 
يتحدد في السوق هذه السلعة كمية معينة يقبل المشترون على شراءها وإذا تغير 
السعر تغيرت الكمية المطلوبة. فالسعر يمثل المتغير المستقل والكمية المطلوبة تمثل 
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التابع. يعبر عن ذلك رياضيا بالعلاقة „y= f(x)‏ بحيث أن y‏ تمثل GU‏ 
و × تمل المتغير المستقل. 

ف بعض الأحيان „Śę‏ للمتحول »× أن يأخذ كل القيم العددية دون أي 
تحديد. عندئذ نقول بأن المتحول يتحول من -٠‏ إلى 60+ JE‏ الدالة 
3-+2 -بر. لكن هناك دوال أخرى لا يتمتع فيها المتحول المستقل يهذه 
الحرية مثال: „y=yx-3‏ 

بك بلحي أ لجل ال شار مادا Fe A‏ 
القيم الي تحقق المتراجحة 3< × نقول بأن الدالة معرفة من أجل هذه القيم 
في بعض الأحيان يكون المتغير تابعا لعدد من المتغيرات الأخرى وليس لمتغير 
واحد فقط. مثال الدحل القومي هو دالة للاستهلاك والاستثمار والصادرات 
والواردات "Y=J(C,I,X,M)‏ نقول عن المتغير التابع هو دالة لعدة 


متغيرات (لزينة) /ر = 2 . 


الدالة الصريحة والدالة الضمنية 
تكون الدالة صريحة أو ظاهرة إذا وقعت المتغيرات المستقلة في أحد طرفي 
المعادلة والمتغير التابع في في الطرف الثاني. مثال: 38-5 - بر 
أما إذا كانت المتغيرات المستقلة والمتغير التابع متداحلة سوية تكون الدالة 


ضمنية. مثال: 0 = ر×2 -بر3 +22 . 
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في بعض الأحيان يمكن تحويل AL‏ ضمنية إلى دالة صريحة. JU‏ 
2% 
2x-3‏ 
إلا أنه في بعض الأحيان يكون ذلك صعبا إن لم يكن مستحيلا. 
2 / 
مغال: REA‏ 


xy 





2x+3y-2xy=0>)7= 


+× بو 





التابع الزوجي والفردي والدوري 

x نقول عن تابع بأنه زوجي عندما يقابل قيمتين متناظرتين للمتحول‎ e 
f0)=J/(-x) قيمة واحدة للتابع بر أي عندما تتحقق العلاقة التالية:‎ 
مثال: الدالة 2× = بر أو الدالة ×08 = بر هي دوال زوجية. فلو أعطينا‎ 
قيمتين متناظرتين ±2 = × لحصلنا على نفس القيمة 4 - رر. إذا مثلنا‎ 
هذا التابع بخط بياني كان هذا المنحين متناظرا بالنسبة لحور العينات.‎ 

e‏ أما إذا أل التابع قيمتين متناظرتين من أحل كل قيمتين متناظرتين 
للمتحول x‏ نقول أن هذا التابع فردي. مثال: „y=sinxzly=x*‏ 
إذا مثلنا هذا المنحئ بيانيا لحصلنا على خط متناظر بالنسبة بدا 
الإحداثيات. 

© نقول عن تابع بأنه دوري ودوره 11 إذا تحققت مهما كانت قيمة × 
العلاقة التالية: (11+)/ = (:)/ | 

لدراسة تابع دوري يكفي أن ندرسه ضمن دور من أدواره واقع في محال 

تعريفه. نحصل على دراسة التابع في بقية بحال تعريفه بالمماثلة. 
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لرسم الخط البياني لتابع دوري يكفي أن نرسم القطعة المقابلة للدور ونحصل 
على بقية أجزاء الخط GLI‏ بانسحابات متتالية موازية للمحور ×0 طول كل 
منها الدور 11 مثال: لدراسة الدالة y=sinx‏ أو y=cosx UNI‏ نلاحظ 
أن الدور المشترك هما هو 11 2. بينما دور الدالة ×ع] = بر هو العدد 11. 


الدوال المتعاكسة 
إذا كان بر تابع ل × نرمز للعلاقة («)ر = بر يمكن أن نعتبر بر متحولا 
مستقلا ry‏ هو التابع ونستنتج العلاقة الي تعطينا x‏ بدلالة بر ونرمز ها 
بالعلاقة (بر)م = × نسمي هذا التابع الأحير بالتابع المعاكس. مثال 


LL J‏ ;4 ا 
y=—‏ التابع المعاكس mię =" aj‏ لو LL Le,‏ البياي للتابع 


LE مطابقا‎ OŚ X = للتابع المعاكس (ر)م‎ gli بره فإن الخط‎ = f(x) 
للخط البيان الأول. أما إذا غيرنا الأسماء للمتحولات وذلك بأن نسمي دوما‎ 
OB بحيث يأحذ التابع المعاكس (×)ع = رر»‎ x التابع بر والمتحول المستقل‎ 
بالنسبة لمنصف الزاوية.‎ y= f(x) الخط البياني‎ BL الخط البياني لهذا التابع‎ 





التابع المتزايد والتابع المتناقص 
عندما يتحول × يتبعه بر فإذا تحول yy x‏ بنفس الإتحاه قلنا بأن التابع متزايد 
وإذا تحولا باتحاهين معاكسين UG‏ أن التابع متناقص. 
ه القاعدة (1): يكون التابع متزايدا إذا كان المشتق موجبا. وعلى العكس 
يكون إلتابع متناقصا إذا كان المشتق ALL‏ 
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© القاعدة (2): بعر التابع بنهاية عظمى إذا انعدم المشتق مع تغيير الإشارة 
من موجب إلى سالب وبنهاية صغرى إذا انعدم المشتق مع تغيير الإشارة 
من سالب إلى موجحب. 


النهايات 
إذا كان LA‏ التابع „y= f(x)‏ وإذا كان التابع y‏ ينتهي إلى القيمة A‏ 
عندما ينتهي المتغير x‏ إلى القيمة 8 أي أن: lim f(x) = A‏ 





أمكن تقدير قيمة هذا التابع ونرمز lim‏ للنهاية gay‏ أن 8+« أي أن x‏ 
تقترب من 8 ولا تساويها. 

مثال: لدينا التابع 22-4 دبر. Lie‏ تقترب 4بير نحسب قيمة y‏ 
فنجد: 4(y((4,001)7—4  3,999(2(4,001‏ — ?)3,999( 

12 -0,007999(y4(12 + 0,008001 


إذن عندما x—4‏ عندئذ y—12‏ 











_(-38-1 

-_ lim2x 

(l-x)-1 (l-2x+x)-1 =2x+x* = 
2 lim 2x 2x 


أما إذا عوضنا x‏ بصفر مباشرة فإننا نحصل على © أي عدم تعيين بينما للتايع 


0 
0xoo, —, o-oo, 


فاية» لذلك يجب إزالة حالات عدم التعيين وهى: > 0 
a 4‏ 
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نظريات وخصائص النهايات 

1- فاية العدد الحبري لعدد محدود من المتحولات يساوي بحمو ع فاياتاء فإذا 

lim f(x) = A 
00 8 ; = lim[/ (x) + g(x)]= 4+ 8 كان لدينا‎ 
الحبر لنهايات هذه‎ psl = المجموع الحبري لعدد محدود من التوابع‎ LE 
التوابع.‎ 
تابع جبري مضروب بعدد ثابت يساوي فاية ذلك التابع مضروب‎ au -2 
و © تمثل العدد الغابت‎ lim /)<( = 8 بنفس العدد الثابت. فإذا كان لدينا‎ 
„limC.f(x) = C.B 
فاية مقلوب التابع تساوي مقلوب فاية ذلك التابع شريطة أن لا تكون‎ -3 





فاية ذلك التابع صفرا. 0 8 = (*)/ lim‏ 5 = 
4- فاية جداء عدد محدود من المتحولات يساوي جداء LŚ‏ 
A‏ = مر lim‏ 
lim g(x) = 8‏ 
5- فاية تابع مرفوع G‏ يساوي فهاية ذلك التابع مرفوعة لنفس القوة 
شريطة أن لا تكون النهاية صفرا و القوة عدد حقيقي غير سالب. 

lim f(x) = A|= ")رصنا‎ = A" 


| = lim[/(2).g(x)]= 4.B 


LE -6‏ نسبة تابعين تساوي نسبة النهايتين شريطة أن لا تكون CAM W‏ 
4 صم |4 ريسن 
A‏ 4 د = lim g(x)‏ 
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Ly 


LŚ‏ حاصل قسمة التابعين تساوي حاصل قسمة هُاييّ هذين التابعين شريطة 


أن لا تكون فاية المحرج تساوي الصفر. 


لرسم LL‏ البياني للدالة (٭)f‏ = ر نتبع الخطوات التالية: 

* نعين انحالات الي يكون التابع فيها معينا ثم نفتش عن القيم الي ينتهي إليها 
التايع عندما ينتهي المتحول x‏ إلى فاية بحالات تحولاته ندرس نقاط تقاطع 
LL‏ البياني مع محاور الإحداثيات و نعين هذه النقاط. 

* ندرس إذا كان التابع دوريا و نرجع Ji‏ تحوله إلى أصغر ما يمكن. 

* ندرس إذا كان > للتابع SAI‏ متناظرا و ذلك حسب القواعد التالية: 


- إذا x Uw‏ ب ×+- و لم تتبدل إشارة التابع فإن الخط البياني bia‏ 





بالنسبة للحط Li‏ إذا تبدلت الإشارة فإن الخط البيان متناظر بالنسبة محور 
الإحداثيات0. 

* نحسب المشتق و نحسب جذوره و القيم الي تغير إشارة المشتق لعرفة 
النهايات العظمى أو الصغرى أو نقطة الإنعطاف 10216152 . 

5 ندرس الخطوط المقاربة للمنحيٰ و نعين وضعها „Asymptotes‏ 

* نحمل المعلومات في حدول شامل. 


أخيرا نرسم الخط GUM‏ بدقة كاملة. 


تمرين رقم 1: أدرس الدالتين 10- ×3- ×= 7 


Y,=-x +x+6 
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أرسم الخطوط البيانية لهذين القطعين المكافئين. أحسب نقاط تقاطعهما. أرسم 
المستقيم الذي بر بنقاط تقاطعهما. أحسب معادلة هذا المستقيم. 

الحل 
محال التعريف : مجموعة الأعداد الحقيقية. ۸ = 2 


- نحسب مشتق الدالتين 3- × = 3=0- 2= J‏ 
ينعدم كل مشتق من أجل =× J=2x+1=0=‏ 


X, 23 . 3‏ ,2—= راج 0 - J,‏ 
کی المعادلتير 0 
ب جذور المعادلتين n ke,‏ 


Js حدول التغيرات كل من الدالتين. ,لل‎ LJ 


$ 























-00 -2 0 3/2 


> 0 وجب‎ = 
2 -00 
+ + + 0 . 
هه‎ A.P ii" 25/4 


مو+ 
+ 








3 +00 


R" 


















- نقاط تقاطع المنحنيين 0 - 22-42-16 ج JS),‏ 


—= ,بد 


2 
جحذور هذه المعادلة من الدرجة الثانية هي: 0- و 
=| 





أن المستقيم الذي ير بالنة لنقطتين ۸ و 8 هو من الشكل y=ax+b‏ 


يحب تحديد قيمة هذه الثاوبت 8 و طا 
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عندما كر المستقيم بالنقطة A‏ نحصل على : 
عندما عر المستقيم بالنقطة 8 نحصل على : 00 


—6=4a+b 
جملة معادلتين مجهولين‎ LI نحن‎ 
نحلها بطريقة المحددات دم‎ 
Ya b=—2 


إذن معادلة المستقيم =-x-2‏ بر 








تمرين رقم2: لدينا النقطتين A‏ و 8 معطاة بإحدائياتا: 


x =4 x =3‏ 
B‏ 
1-- بر 2-= ر 
- ما هي معدلة المستقيم الذي بعر بالنقطتين ۸ و 8. 
- أرسم الخط „gu‏ 


- أرسم المستقيم المعطى بالدالة 5-4 - بر 
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- أحسب نقطة تقاطع المستقيمين. 
- لدينا الدالة 6 +عيم 22 = بر حدد قيمة m‏ علما بأن المنحئ يمر بنقطة 
- أرسم الخط البياني لهذا المنحق. 
الحل 
- بما أن المستقيم AA ai‏ 
نعوض × و y‏ بقيمها فنحصل على : -2=4a+b‏ 
le -‏ أن المستقيم y=ax+b‏ يمر بالنقطة 8 
نعوض × و بر بقيمها فنحصل على : 1=3a+b‏ 
إذن نحن أمام جملة معادلتين pd gęś‏ نحلهما فنحصل على : 


2=4a+b a=-] ; 1 
=> bać وبذلك‎ b قيمة‎ 
1- 34+ b=2 على‎ | 3.9063 


معادلة المستقيم 2 +*- - بر 

— يتقاطع المستقيمان yy =-x+2‏ مع =5x-4‏ يبر في النقطة 1 
إحداثياقا هي : x=1‏ كذلك 1= ر يكفي أن نعادل ربز = ر 
-x+2=5x-4©6x=6%x=]t y=]‏ 

- تحديد قيمة الثابت 7 : نفترض أن الدالة تمر بالنقطة 1 إحدائثياها هي : 
x=1)‏ ,1= 0 

20J -m()+6 =1 m=7 

معادلة الدالة هي : 6+ ×7- ”×2 = بر 

مشتق ANI‏ : 4-7 ح "ر 
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ينعدم المشتق 3 النقطة : J=0>x=q‏ 


جذور المعادلة هي : 2= x,‏ 5-2 


بالأخير نحصل على كافة المعلومات من خلال الجدول التالي : 





3/2 
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ź 2x+3 
„GLI :أ 4 التالية : = الخط‎ 3 
gl تمرين رقم 3 : أدرس الدالة التالية : 300 بر وارسم الخط‎ 


الحل 
بحال التعريف : نلاحظ أن هذا التابع معرف من أجل جميع قيم × ما عدا 
القيمة الي تعدم المعخحرج 3x+2=0‏ ومنها نحد : 


ty. POPPE.‏ التابع ża‏ منقطعا وغير غعدد» للمنحئ إذن هناك حط 
3 


مقارب معادلته دم عندما تسعى × إلى اللافاية OG‏ التابع GZ Y‏ 
إلى الكمية 2„ لحساب ذلك نقسم الصورة والمخرج على x‏ فنحصل على | 


2+2 





y=‏ عندما تتناهى x‏ إلى اللافاية فالكمية > كذلك 3 تتناهى إلى 


3+— 
x 


ky 2.‏ 
الصفر. إذن المقدار بر يتناهى إلى الكمية z.‏ وعندما 0= × عندئذ 


p 0: > 

siek: ا‎ 
CE 

نحسب مشتق AW‏ تب = 
(3x+2)‏ 


إشارة المشتق سالبة» إذن الدالة تنازلية. 
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تمرين رقم 4 : أرسم الخط البيان للدالة > 220-22-1 
ل 1 )2— 2(x‏ 


الحل 
محال التعريف : ۸-2 = 2 ف کا عن ا بن ا او ت 
يكون التابع منقطعا وغير معين. للخط البياني حط مقارب alu‏ 2= ×. 
للمنحين خط مقارب آخر لحسابه نقسم الصورة على المخرج فنحصل على : 


y= 








y=x+l 
Pa > : مشتق الدالة‎ 

_ 4-6 ee 
ينعدم المشتق من أجل القيمتين التاليتين : 2 حك‎ 
4+ 6 TY UL اش‎ OŚ 
A p يكو لمشتق سالبا ما بين هاتين القيمتين.‎ 


يمر التابع بنهاية عظمى من أجل القيمة الأولى 
وبنهاية صغرى من أجل القيمة الثانية. 
pas‏ كافة المعلومات في الجدول Jul‏ : 
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= 
8 
— 
|= 








/ 3-46 Na ę 3+6 +0 








الخطوط البيانية تمرين رقم4 
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الفصل الخامس 


الدالة اللوغاريتمية والأسية 
= | س و 





مقدمة : تحديد اللوغاريتم 

إذا كانت لدينا الدالة "۾ = ر بحيث أن a‏ تمثل عدد ثابت أساس اللوغاريتم 
كن أن —Ś‏ ر عه[ y=‏ 

a: 0‏ القوة | لي نرفع فيها الأساس للحصول على العدد. 

مثال : 10 1000 إذن العدد 3 عثل لوغاريتم العدد 1000 أساس 10. 

8 و‎ 4 ge pól LA إذا كانت‎ - 

تتكونان من العناصر التالية : 

l ole تتكون‎ ie mal هذه‎ IA 

من عناصر متوالية هندسية أساسها 

0 أي أن ie pó‏ هي 





= [10,100,1000.....10” ) 

B=(12,3;....:...n) 
.1 عناصرها من عناصر متوالية حسابية أساسها‎ OŚ 8 أما امجموعة‎ 
اللوغاريتم هو تطبيق عناصر امجموعة  بلمجموعة 8 بحيث أن لكل عنصر من‎ 
صورة في المجموعة 8. لذلك لا بد من تحديد أساس‎ A مجموعة‎ „ole 
اللوغاريتم. هناك أساسين مهمين 3 الميدان الرياضي.‎ 
أساس 10 : عندئذ نتحدث عن.اللوغاريتم المعتاد‎ - 


- استاس © : عندئذ نتحدث عن z AE NI‏ يتم النيبيري. 
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خواص ZEW‏ 
= لوغاريتم جداء عددين = بجموع لوغاريتمات العددين. 
Log(a . b) = Loga + Logb‏ 
- لوغاريتم قسمة عددين = الفارق ما بين اللوغاريتمات. 
Loga — Logb‏ = )104 
- لوغاريتم عدد مرفوع إلى قوة , = القوة 7 مضروبة بلوغاريتم العدد 
Log(a)' = nLoga‏ 
- لوغاريتم الجذر النون لعدد ما - لوغاريتم العدد مقسوم على 7 


Logla = 1 Loga 
n 


تحويل لوغاريتم من أساس dl‏ آخر 
لیکن لدينا العدد KEN‏ كتابته بشكلين : N=10'=e'‏ 
نحسب لوغاريتم العدد بطريقتين مختلفتين : 


Log,N = y=xLog,10 





Log,,N = x = yLog,„e 

نحن نعلم بأن 2,3 ہ 1.10 كذلك Lye=0,43‏ 

بحيث أن جداء العددين =1؛ 1= 1,10 “108,6 

مثال : أحسب لوغاريتم العدد 1000 أساس e‏ 

نحن نعلم ol‏ 3 = 1000 چ0[ إذن : 6,9 ب 2,3 ×3 = 1.1000 
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تطبيق اللوغاريتمات 


- توزيع باريتو للمداحيل معطاة بالدستور التالي : N=‏ 
بحيث أن ad‏ هي ثوابت. ۷ تثل عدد الأشخاص اللذين يتقاضون دخاد 
أكبر أو يساوي x‏ نستخدم اللوغاريتمات فنحصل على : 
و #مانه - Log,,N = LogA‏ 
نفترض 2.10 = 4 كذلك = 
- ما هو عدد N „plaży‏ الذين يتقاضون دخلا أكبر أو يساوي 105( × 
- ما هو الحد الأدن لمداخيل أغى 100 شخص ف AN‏ 
الحل 
LogN = LogA—aLogx‏ 
LogN = Log2-10” - Logi0*‏ 
LogN = (9,3010)- 1,5(5)= 1,8010‏ 
من الجداول نستخر ج قيمة 63 = N‏ شخص. 
Log100 = Log(2.10° (- 1,5Logx‏ 
1,5Logx = 7,8010‏ 
إذن الحد الأدن لمداخيل الأغنياء = 736000 دج = x‏ 


- أحسب المقادير التالية : 


1 s 
Log, = Log,(3) 4-4 
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1 - 
Log.) = Log,(4)” =-2 


Log,,(0,01)= Log,„(10)” =-2 


الدالة اللوغاريتمية y=L,x‏ 
- بحال التعريف : إن الأعداد الموجبة فقط تقبل لوغاريتما. 
- مشتق الدالة : أ = رر لحسابه نتبع الخطوات التالية : 
2 


y=L,x y+Ay=L,(c+Ax) 
Ay = L,(x+Ax)-L,x 
Ay _L.(x+4x)-Lx 
Ax Ax ٠ 

يمكن كتابة الطرف الثاني من العلاقة على الشكل التالي : 


عدا 
عدبي 1 
AG x x‏ 


نفترض لك m=‏ إذن نحصل على : 


L1, (1 +m) 


p. 1/m 

إذا cal‏ 0 ج ×۸ فالمقدار ءج(”+1) أساس اللوغاريتم النيبيري. من 
المعلوم أن لوغاريتم الأساس -1. وفي الأخير نحصل على : >= 

مشتق الدالة موجب „Lui, Je‏ 0( إذن الدالة مستمرة ومتزايدة في امحال 


المذكور. 
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حدول تغيرات الدالة : 





SE 1 e +0 





| + + + 





y 
y | ف‎ ZA 0 m | M +0 








الدالة الأسية =٠“‏ ر 
هي مقلوب الدالة اللوغاريتمية ×[ = ر. هاتان الدالتان تقبلان الخط ×= ر 
منصف الزاوية كخط متناظر. 
- مشتق هذه الدالة هي الدالة U‏ ”ع = 'بر. 
نحن „w‏ بأن الدالة 7 = بر هي نفس x=Ly UW‏ 
نحسب مشتق هذه الدالة اللوغاريتمية فنحصل على : 2 
y=y=e' 04‏ 


جدول تغيرات الدالة الأسية : 
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تمارين على اللوغاريتمات 
1- حل المعادلة : 2L, 3x -4)+ L,(10x-4)=2L,(5x-2)‏ 


الحل 


الأعداد الموجبة فقط U‏ لوغاريتم. فالكميات التالية يحب أن تكون موجبة. 


4 1 
wz هذا يتطلب‎ 3x-4)0 ؛‎ 10x-4)0 ؛‎ 5x-290 ! 


Gx-4) (10x-4)=(5x-2) 
(5x-2)18x* — 53x+34)=0 
0 


5x-2=0%x=2/5 ؛‎ 18×7 —53x+34= 


ما أن الشرط الأساسي 3 فالقيمة (2=x)‏ مقبولة. 
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2- ما هي GWI‏ الي تربط لوغاريتم AU le mel‏ : 





1 
243 4و‎ aa” و‎ 
9 r 
1 
„292 و‎ 2 3 
; 1 
0,04 و49 25 و‎ 
4/49 
الحل‎ 
109,243 __5 Log, 22 FE 
Log, 2  Log,y2/2 
Log;(0,04)__,, Loga" __9 
Log ي‎ (25) oe 1 2 


Log,+l3 ER. Log,49 


U3 2. 1 
Log; 08; 45 


3- لدينا الدالة : )= Log(‏ =):(/ 





2-5 


برهن على أن : fa)+/6)=/(2)‏ 


علما بأن : 2 
1+xy‏ 
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1+ 
L (Z) l+y 1-xy 
I-xĄl-y 1 کون‎ 
1- برد‎ 
و‎ 
() l+y|_ 1+xy 
1-xA1-y je ŻE 
1+ xy 
(=) l+y|) l+xy+xty 
I-xĄAl-y) l+xy-x-y 
kie” 
+xy +xy+x+y 
المطلوب.‎ = 
ا عي الاي‎ l+xy-x-y 
1+ xy 
: حل المعادلة التالية‎ -4 


Log,42x-3 = Log, (6 -_ »)-- Log „x 


الحل 
Log,y2x-3 = Log.) => 6-x=+Jx(2x-3)‏ 
x‏ 
نربع الطرفين فنحصل على : 


(6-x) =x(2x-3)>x* +9x-36=0 
x=3 الملوجب فقط مقبول‎ JL 
يفترض أن الكميات تحت الجذر يجب أن تكون موجبة.‎ 
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2x-3)0 > 2 | 3% 


20 (6-xh0=>x6| 2 


5= حل جملة المعادلتين مجهولين ż‏ 
ge = 25‏ 
16= ”27 


625=5*  16=2* 
Se =5 x+y=4 x=2 
> > 
2" =21 x:y=4 y=2 
16" +16 =10 : حل المعادلة التالية‎ -6 
الحل‎ 


psi‏ *#لحو إذن 0 كيين 
0 


2= وبر ؛ 8= -I0y+I6=0>y,‏ ”ر 
4- برج 3 - 4 جه 23 - 24 جد 8 - "16 
>4x=|l>x=1/4‏ 2 - 215 ج 2 - "16 
الجواب : 3/4-ع كذلك x=1/4‏ 


7- حل المعادلة التالية : 


Log,(x+3)+ Log „x(x+T)- Log, (x +4)? +4x+3)= 0 
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الحل 
نلاحظ أن الأعداد الموجبة فقط تقبل لوغاريتما أي : 
x +3)0 + (x+4)e? +4x+3)0‏ ؛ 7))0 + x(x‏ 
Log „x(x +3)(x + 7)= Log, (x +4(x+ 1 + 3)‏ 
نختصر بالمقدار (r43)‏ فنحصل على : 
جد )4+ x(x+7)=(x+1(x‏ 


x +7x=x* -5x+4vx=2 


8- حيبت المقادير التالية 3 





= Log,6)3 الاج‎ 





1253/5 ośr 5 
ECT = Log;(5)"” ج‎ 7 





9- حل المعادلة التالية : وإ للج = ax‏ 


الحل 
11 11 
2Lx = LÎ x + — | + L10 = 210 x + —‏ 
10 10 


2Lx = Lx? = L(10x +11)‏ 
نحصل على معادلة من الدرجة الثانية . 


x” =10×+11 ج‎ x” -10× +11 =0 
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الأعداد السالبة ليس ها لوغاريتم. إذن 2-2 X,‏ مرفوض 
الجواب x=11‏ 


جذور هذه المعادلة هي : 11= 3X,‏ = 


x+4y=5 .. NE ©‏ 
10 حل جملة عاتن همرل :ر 


لحل 


Lx + ج 0= برا‎ Ixy =0 ج‎ xy =1 


45 x=l>y=l 
> 1 
xy=l کر کک‎ 


Lx - Ly = 0 

AL -11‏ المعادلتين لمجهولين : 1 1 
> ولت 5 1600= (sa‏ 

JH! 
- =| 2| 10 3-10 
ان‎ 20 0 

lx” + Ly)? = 1)» ر × > 11600 =( *ر‎ = 1600 

£=10>x=10y 

Z > 

×” ”ر‎ =1600 > xy = 0 


- حل المعادلة : LNx-1-Liyx+1=-1‏ 
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الحل 


نطبق القواعد الخاصة باللوغاريتمات. 


c; و‎ Loga — Logb ج‎ Log, |— كد‎ 
Log, sj 07 / لکن -1 هو لوغ‎ 
x-1 1 


ae z: الطرفين فنحصل على‎ uj 


x+1 دو‎ 





Log,16= 1 
الحل‎ 
Log,(16)= Log, (4) =2 


1 
L086 (4) = L086 (1 6(2 = 


3- برهن على أن 4 


816 


|| 


a : المعادلتين‎ la حل‎ -14 


3(Log „y+ Log,x)=10 
الحل‎ 

xy = 256 - 2 > Log,(xy)=8 = Logx + Logy 

Y=L,y X=Lx نفترض‎ 





_ Ly _ Gig 
L,(y)= e „l = 26) 
„UJ 4% معادلتين‎ Ua إذن نحصل على‎ 
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x F 

3 += |=10 2+ 72(- = 
Ę 5 [4 10xY=0 
X+¥ =8 kk 

علينا أن نحسب عددين بمجموعهما =8 والحداء =12 
نحن أمام معادلة من الدرجة الثانية 0= 12+ 22-82 

جذور المعادلة هي : 2= Z, =6 ۰٠2‏ إذن نحصل على : 

X=2>2 =4 X=6>2=64 
Y=6>2 =64 Y=2>2=4 


: JU mal أحسب‎ -5 
1012 + Log2+ Log3 — Log9 
Log2- LogAl3 





الحل 
LogA12 = Logy3x4 = Log2+ Log.3‏ 
Log2+ Log+3 + Log2+ Log.3 —2Log3‏ 46 
Log2— LogA3‏ 
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الفصل السادس 
المتواليات 





مقدمة : 

نرمز لكلمة متوالية UL‏ بجموعة من الأعداد مرتبة حسب قانون معين يبين 

قيمة كل عدد من هذه المجموعة إذا علم الرقم الذي يحمله ضمن الترتيب 

المدروس. نسمي هذه الأعداد بحدود المتوالية ونرمز U‏ عادة بحرف واحد 

يضاف إليه رقم يدعى بالدليل يشعر بترتيبه. نسمي الحد العام a,‏ إذا استطعنا 

أن نبدل n‏ بأي رقم من أرقام حدود المتوالية. تعرف المتوالية إما بالقانون 

الذي يكون حدودها المتتالية أو بالإفادة الجبرية لحدها العام ري . مثال : 

- إذا انتقلنا من الحد ,ي إلى الحد a,‏ بإضافة كمية ثابتة + نحصل على 

متوالية حسابية. 

— إذا انتقلنا من الحد ,© إلى الحد a,‏ بضربه .عقدار ثابت paź aj‏ على 

متوالية هندسية. 

بمكننا أن نعرف المتوالية التالية + 1 = u,‏ وذلك بتعيين طريقة الانتقال من 
n-1‏ 

حد إلى حد „Ab‏ 

مغال : 1- uj‏ عندما نعطي 1=" ثم 2= uj‏ عندما نعطي قيمة n=2‏ ثم 


3 
U; => n=3 عندما نعطي القيمة‎ u, => 
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عكننا تعريف متوالية بحدها العام a, i‏ وذلك بإعطاء قانون عام يعين 
+71 


لا كل حد من حدود هذه المتوالية بعد معرفة رقمه. تكون حدود هذه 
لمنوالية كالتالي : aŚ u=ż‏ ا لحري 
نقول عن متوالية UL‏ متزايدة فيما إذا كان كل حد من حدودها أصغر من 
الحد الذي يليه. كما نقول عن المتوالية UL‏ متناقصة في A>‏ العكس. مثال : 
ده ب هذه المتوالية متزايدة لأن ,©( ,©. 

المتوالية الحسابية 
تحديدها A:‏ بجموعة من الأعداد المتتالية بحيث أن كل عدد يساوي العدد 
الذي يسبقه مضافا إليه مقدار ثابت يسمى أساس المتوالية. مثال الأعداد ,7 
9 11) تشكل متوالية حسابية أساسها 2 لأن 2 - 9-7 - 11-9. 
- الحد النون لمتوالية حسابية : إذا رمزنا للعدد الأول من متوالية حسابية 
بالحرف a‏ وأساس المتوالية r‏ فالعدد الثاني ++م-م والعدد الثالث 
2+ = € والعدد £ الذي يكون ترتيبه 0 
t=a+(n-lr | £=9«n=3«r=2«a=5 :1 Jia‏ 
- تعيين التوالية الحسابية : تنعين المتوالية الحسابية مي علم حدان من 
حدودهاء لأنه يمكننا أن نكون من المعاليم معادلتين خطيتين مجهولين وبحلهما 
بتعين الحد الأول للمتوالية a‏ وأساسها LT‏ مثال (1) LA‏ متوالية حسابية» 
الحد الثالث - 12 والحد العاشر يساوي 33. أوجد الحد الأول a‏ وأساس 
المتوالية 7. 
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J>! 


a, =12=a, +27 a,=6 
(691215) 7 4 المتوالية هي : بادا‎ 


ap =33=a, +97 T=3 


مثال (2) في متوالية حسابية : بجموع الحد الأول والثالث 160 وبجموع الحد 
الثاني والرابع يساوي 2 أوجد هذه المتوالية أي الحد الأول 0 وأساس المتوالية 


.T 
الحل‎ 
a, +a, =16 a =5 
5,8,1 1,14 A. >! : المتوالية هي‎ 
؛‎ ١ 2 ie يي‎ > 


- خواص المتوالية الحسابية : كل عدد في متوالية حسابية يشكل وسطا 
حسابيا للعددين الذين يطوقانه. إذا كان لدينا الأعداد (a,b,e)‏ تشكل متوالية 
حسابية فالعدد ط هو وسط حسابي للعددين „eta‏ 

مثال : لدينا المتوالية الحسابية )11 6.8 إذن لم 

- مجموع أعداد متوالية حسابية : إذا رمزنا للعدد الأول (a)‏ والعدد الأخير 


)2( ججحموعة حسابية حدودها cn‏ فمجموع هذه الأعداد 5 


n 
S=—(a+l 
= (a+1) 
ELAN KE 
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بجمع العناصر BL‏ 6 فنحصل على : 2u, =(a+2)+..(0+k)‏ 
لکننا نلاحظ بأن : (b+k)=(a+t)‏ 


فالمتوالية مكونة من n‏ عنصر إذن : u, =z(a+2)‏ 
1) أحسب مجموع الأعداد الصحيحة S =1+2+3+.......... +n‏ 

نحن GLI‏ متوالية حسابية العدد الأول : 4-1 كما أن أساس المتوالية 1= 7 
إذن مجموع هذه الأعداد : (+0) 5-5 

تطبيق عملي : ما هو مجموع الأعداد العشرة الأولى : - 10. 

بجموع هذه الأعداد - 55 = 5 =(5)11 

2 بجموع الأعداد الزوحية : تشكل متوالية حسابية العدد الأول a=2‏ 
وأساس المتوالية r=2‏ إذن $=>(2+2n)=n(n+1)‏ 

تطبيق عملي : مجموع الأعداد الزوجية الخمسة الأولى = 30 - © 
$=5(2+2n)=n(n+1)=30‏ 

3 بجموع الأعداد الفردية : تشكل متوالية حسابية العدد الأول 6-1 
والأساس T=3‏ *م -(20-1 + )5 - ى 


مغال : ę me‏ الأعداد الخمسة الأولى الفردية= 25 = 7:7 
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ملاحظة : لو جمعنا الأعداد الزوجية الخمسة JJW‏ والأعداد الفردية الخمسة 
الأول لحصلنا على : 55-25+30 وهو بجموع الأعداد الصحيحة العشرة 
الأول. 
المتوالية الهندسية 

تعريفها : يقال عن بجموعة أعداد UL‏ تشكل متوالية هندسية إذا كان كل 
عدد يساوي العدد الذي يسبقه مضروبا بعدد ثابت يسمى أساس المتوالية 
يختلف عن الصفر 0 ح. مثال الأعداد (16ء 8 4 2 هذه الأعداد 
تشكل متوالية هندسية أساسها 2= ۲. 

بوجه عام إذا رمزنا للعدد الأول a‏ والأساس + فالعدد الثاني b=ar‏ 


والعدد الثالث 7 دم والعدد الذي رتبته n‏ يساوي : 


خواص المتوالية الهندسية 
- كل عدد يشكل وسطا هندسيا للعددين الذين يطوقانه. فإذا كانت الأعداد 
(a,b,c)‏ تشكل متوالية هندسية إذن ©“<«4 - 2م 
مثال : الأعداد )4 116 64( إذن : 256 =)4(64 = ?)16( 
- مجموع أعداد متوالية هندسية. إذا كان لدينا المتوالية الهندسية 


GRE (az dynia 4)‏ كتابة هذه المجموعة بشكلين مختلفين. 
S:="gaED FP Earners +k+ł+m‏ 
e+b+a‏ ممعم م ل ع[ ل S$=m+l‏ 
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نضرب المعادلة الثانية بأساس المتوالية < ثن نطرح هذه المعادلة من ALU‏ 
الأولى فنحصل على : 

S-St = a-ar" >S(l-r) a1 r")>S ل‎ a 

T- 


إذا كان z(l‏ يقال عن المتوالية الهندسية UL‏ تنازلية. 








a 
rl>Tr">0>S=— now 
= 


وإذا كان 2(1 يقال عن المتوالية الهندسية LL‏ تصاعدية. 


nów‏ مج لمج م جه ٣"‏ جا( 


تمرين رقم 1 : لدينا متوالية هندسية أساسها = لدينا بجموع الأعداد 
E)‏ ما هو العدذ الأول ؟ 





تمرين رقم 2 : أحسب مجموع الأعداد التالية : 


أحسب كذلك المجموع ,ك ما هو lali‏ الذي نرتكبه عندما نقرب رى ب 
5. | 


n 
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5 2 2 1-72 
2 
S, =5 -b+.)-5b..5)- (Z) 


عندما نقرب ,5 ب ,8 نرتكب الخطأ Juli‏ : 3 


90- رقم 3_: في متوالية حسابية مجموع الأعداد الخمسة الأولى‎ wyć 
.154 = وكذلك مجموع الأعداد السبعة الأولى‎ 

السؤال : أحسب العدد الأول وأساس المتوالية ؟ 

نحن أمام جملة معادلتين مجهولين» بحلهما نحصل على كافة العناصر : 


=5a+10r =90 a=10:T=4‏ وى 
= 
=7a+2lr=154 {10,14,18}‏ , 


تمرين رقم 4 : أحسب بجموع أعداد المتوالية التالية : (30 + 3... × 6) 
الحل 
قبل حساب pz!‏ 6 يحب تحديد قيمة المجهول .x‏ 
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نستطيع أن نستفيد من خواص التواليات : 1+3x=6+30‏ 
4x=36%x=9>Tr=9-6=3‏ 
إذن „LI‏ المتوالية T=9-6=3‏ ومنه نحصل على المجموع : 
2 (6+30) 2 -(0 +م) 5-2 


تمرين رقم 5 : الحد العاشر من متوالية حسابية يساوي 3 - a,,‏ والنسبة ما 
بين الحد الثالث والخامس يساوي 2-5 
4 


السؤال : ما هي حدود هذه المتوالية الحسابية ؟ 
الحل 
+9a, =16r +4a,‏ 182 
Ay = a, +9T =43‏ 
5a, =-27 >‏ هم( 4 _ a; _a,+2T‏ 


a; a,+4r 9 


2 
=--T‏ بره 
5 
جوع 43-2 
5 


i A £ 8‏ = 
نحن أمام جملة معادلتين محهولين بحلهما bać‏ على كافة العناصر ب 


المتوالية هي : )023.813( 
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تمرين رقم 6_: ثلاث أعداد تشكل متوالية حسابية بجموعها 5-24 
إذا طرحنا العدد (1) من الحد الأول والعدد (2) من الحد الثاني tal‏ على 
متوالية هندسية. ما هي حدود هذه المتوالية ؟ 

الحل 
S=a+b+c=24=3(a+r)>b=8‏ 
حسب معطيات المسألة» الأعداد التالية تشكل متوالية هندسية. 
إذن © ؛ (b-2)‏ ؛ (a-1)‏ 
(b-2) =c(a-1)=36>c=16-a‏ 


(6-0[a-1)-26= (a 
a=4 


وهكذا نحصل على عناصر المتوالية )12 4.8( أو (3 8 13). 


تمرين رقم 7 : إنتاج شركة في السنة الأولى = 700 وحدة. Gy‏ السنة 
الخامسة 1500 وحدة. ما هو معدل نمو الشركة ؟ 
الحل 
= 
نطبق الدستور : t=a+(n-lt>Tr=—‏ 
n=‏ 
نحصل على : 200 _ 800 30_ 200 -1500 = 
تمرين رقم 8 : إذا كان إنتاج شركة في السنة الأولى يساوي 10000 وحدة ثم 


ينخفض هذا الإنتاج كل عام 500 وحدة. 
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السؤال : ga‏ ينعدم إنتاج هذه الشركة ؟ 
الحل 
نطبق الدستور 1(2-)+4 -/ 2 
حسب عناصر المسألة : 0-/ » a=10000‏ « 500-= 7 
الجهول ken‏ عدد السنين. نحصل على قيمة 7 من المعادلة التالية : 
(a-r=£-a=(1-1)=-(£-a)‏ 


10000— 
=)1- 
ددم 





=20>n=21 عام‎ 


تمرين رقم 9 : مجموع ÓW‏ حدود في متوالية هندسية - 5-14 
فإذا زدنا كل من الحد الأول والثاني بمقدار واحد وأنقصنا الحد الثالث Już‏ 
(1) لحصلنا على متوالية حسابية. ما هي الحدود الثلاثة ؟ 
الحل 

تفترض ۾ الحد الأول وكذلك > أساس المتوالية + 
مجموع pale‏ المتوالية المندسية S=afl+r+r")=14=‏ 
الحد الأوسط لمتوالية حسابية هو وسط حسابي ما بين العددين الذين يطوقانه 
(ar +1)= (ar? -1)+(a+1)=> (r? +1)‏ 

2)47 +1(= ar? +1) = 


: معادلتين مجهولين بحلهما نحصل على‎ da نحن أمام‎ 
ar? —2ar+a=2 ar =4 
1 > 
ar +art+a=14 4r? -107+4=0 
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الحد الأول من المتوالية : 2= ,© أو 8= ره 
أساس المتوالية : 2= ,2 أو r=‏ 

المتوالية المندسية هي :)24.8 أو )8.4.2( 
المتوالية الحسابية هي : (7, 5: 3) أو )951( 


تمرين رقم 10 : مجموع الحدين الأول والثاني Z‏ متوالية هندسية تنازلية 
5 7 9 
يساوي ویو كانه وداک جو 
السؤال : ما هي الحدود الثلاثة الأولى لهذه المتوالية ؟ 
الحل 
نفترض » الحد الأول. نفترض + أساس المتوالية. 
مجموع الحد الأول والثاني : د( +00 موجه 
: 9 2 
BS 3‏ ا لحد ود ع د 
ag 9 URE‏ 
نحن أمام جملة معادلتين مجهولين بحلهما Jaś‏ على : 
5/4 


SRA SE ون د‎ 


a(l+r)=5/4 SFA JE: 
9 9 


أساس المتوالية - > + = ج 
الحدود الأولى هي 


الحد الأول للمتوالية - ±= م dl‏ 
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الفصل السابع 
العكامل 


ليكن التابع y= f(x)‏ نسمي التابع الأصلي كل تابع يقبل ()/ مشتقا A‏ 
فإذا كانت الدالة (×)ع تابعا أصليا (fx) UW‏ وجب أن يكون 
£'(w)= f(x)‏ 
ويكون أيضا glr)+ce‏ تابعا أصليا f(x)‏ بحيث أن ء عدد ثابت. فإذا كان 
لتابع ما ()/. تابع أصلي فإن له عدد غير متناهي من التوابع الأصلية تختلف 
عن بعضها بعدد ثابت. نرمز للتابع الأصلي Ff)‏ بالشكل 
Sb (xdx = g(x)+c‏ 
يدعى الرمز الموجود بالطرف الأول بالتكامل الغير محدود للتفاضل Flo)‏ 
ونقول أن التابع f(x)‏ موضوع تحت إشارة التكامل. يدعى العدد الثابت © 
الذي يضاف دوما إلى .التابع الأصلي بثابت التكامل. 
إن عملية التكامل هي العملية المعاكسة لعملية التفاضل. sel,‏ التابع الأأضلي 
هو عمل معاكس لإيجاد المشتق. لذا يمكننا أن نستنتج من جدول المشتقات 
جدول le Mż JK‏ : 

a =x+C 


04 
dc 
0 


fea =e' +c 


n+l 





x": کے‎ +C 


n+l 
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sin xdx =—cosx+C 


[cos xdx =sinx+C 





dx 
JG - مده‎ 
cos” x 


خواص التكامل غير الحدود 
إن عملية التكامل هي العملية المعاكسة لعملية التفاضل. من المعقول أن يقابل 
كل خاصة من خواص التفاضل خاصة مشابمة للتكامل. 
1 الضرب بعدد ثابت : إذا كان للتابع g(x)‏ تفاضلا 4()/ر ob‏ تفاضل 
kg(x)‏ حيث أن k‏ عدد ثابت هو 42()/ إذن : 
[f (xax = kg(x)‏ = عط(م)/] k‏ 
إذا کان للتوابع ()۴ (×)6 H(x)‏ تفاضلات هي : 
/(ejd, (e,‏ فإن تفاضل tuż‏ هذه التوابع أي تفاضل 
المقدار 
G(e)+ HG] = f(r + g(a + h(x)‏ + مام ] 
ومنها نستنتج : =]+4)( + (e) + g(x)ax‏ ]ل 
[f(a + fg(c)a + [h(x)de‏ 
تكامل مجموع التوابع يساوي بحموع تكاملات هذه التوابع. 
diam 0‏ تابع مشاعد: 





I= je” dx= jĘ d(ax)= A +0 | نفترض‎ 
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J = |Sinaxdz = 8) |, y= ] 








a du = adx 
K= Cos? xax = p +052 کے‎ 2 + Cte 
2 2, م‎ 
in? |-cos2x Xx _ sin2x 
ا ي ا‎ dx =—- + Cle 
2 2 4 
-d(cos x) 
Mz l .gxdx = عل‎ =—L|cos x|+ Cle 


COS x 


الطرق العامة في التكامل 
إذا كنا أمام تكامل نريد حسابه ننظر أولا فيما إذا كان التابع المراد استكماله 
مشتقا UJ‏ معروف ونستنتج عندها التابع الأصلي مباشرة. أما إذا لم يكن 
ذلك مكنا فإننا نعمد إلى بعض ŚJ‏ الى تعيد التكامل المفروض إلى تكامل 
معروف وموجود في الجدول الذي أثبتناه في الأول. 


1 - طريقة تغيير ا متحول Changement de variable‏ 





: )1( Jia 

z Sx dx u=9+ ×“ 3 

9+ x“ du = 4x dx ا‎ 

HoŻ = 3 Logi c= 5 بج ولط‎ | + 
4 44 4 4 7 


102 


http://www.opu-lu.cerist.dz 


: )2( Jia 























u=l-x* > z‏ تار 
du = -2 aś‏ 2ب 1ه = 
koi du __ u+cz-vl-x* +‏ 
Ju‏ 27 
مثال )3( 
u =4»‏ _ 
K = je xax Agni 4‏ 
6+ “مم ده + “0ح د K = [du‏ 
8 
مغال 4( 
xdx u=l+x‏ 
dę=‏ 
e) 4 0‏ 
qdu 1‏ 1 
L= |-=-— +Ch‏ 
a lęg 2(1+ x) ١‏ 
Jia‏ (5) 
u=ax+b‏ 5 
M = |(ax+b)'dx 5 |‏ 
u"‏ "ا 
M "0 5‏ 
ب ”و .| 
n+l‏ 
M - (+9) gó:‏ 
a(n+1)‏ 
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2— التكامل بالتجزئة Intćgration par partie‏ 
تستند هذه الطريقة على المبدأ JU‏ : إذا كان العنصر التفاضلي في التكامل 
flot‏ من الشكل uda‏ أو مكن وضعه بهذا الشكل فإنه يمكننا الإستفادة 

: من العلاقة التالية‎ 
alu: v) = udv + vdu 
udv = 40 .v(- vdu 


نأخذ تكامل الطرفين فنحصل على : [uav =u-v- fvdu‏ 

هذا هو الدستور الذي تستند عليه طريقة التكامل بالتجزئة. 

إذا أحسن اختيار التابعين yu‏ فإننا ننتقل من حساب التكامل Judy‏ إلى 
حساب التكامل rau‏ الذي يكون حسب اختيار vu‏ أقل صعوبة من 
الأول. 

مغال : أحسب تكامل الدالة 1=|xe'dx‏ 

نفترض ردن كذلك .dy=e*dz‏ إذن du=dx‏ كذلك *م دم 
I=xe' - e'dz=xe' -e* =e'(x-1)+c‏ 


J = |×” “× : مثال‎ 


J = xe" - fe" 2xdx u=x* 
a" du = 2xdx 
J=x'e -2xe'dx 9 تفت رضن‎ 
v=e' 


SW NE x 5 
J = xe" -2e'(x 1)+c dv = e“ dy 


K= Jasin xax : مثال‎ 
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u=x 
K=-xcosx— [cos xd du = dx 

dv = sin xdx 
y=—COsx 


نفترض 
K=-=-xcosx+sinx+c‏ 

التكاملات الكسرية 

6 fe) هو التوصل إلى حساب التكامل من الشكل 06 و‎ OW 

نقوم بحساب التكامل الكسري على تفريق الكسر المراد ie‏ تابعه الأصلي إلى 























6-2 z 
رقع ]:۲ وو ا د‎ Jia 
eT سل ا‎ 
6x-22 _ A 5 8 x=55B=4 
x? —4x+15 x-3 ×-5 x=3>4A=2 
1-2 لد‎ (x -3)+4L(x-5)+ Cte 
gz 
5X = 2 
j= : 2 مثال رقم‎ 
|= 2 مثال رقم‎ 
5x-9_ A, B- x=1l>B=-2 
x -1 1 1 ج 1- د بر‎ 4.7 
52-9 dx dx 
J =7 2 
55 - 2 
(x+1) 
J =TLogx+1] 2Log|x I|=L +0 
(=1) 
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dz 











K= JE aj Ś 3 مثال رقم‎ 
- م‎ PIE, 
du 
= aja „ja AE: m 
> dh dk x=u+l, نفترض‎ 
K= 8 14 z 
gd E Te. dx = du 
8 28 
K=L(x-1)- 
6 = emy 
التكامل الحدود‎ 


ليكن التابع y= f(x)‏ تابعا موجبا ومتزايدا في (a,b) JA‏ بحيث أن ab‏ 
نحسب السطح المحصورما بين الخط AB gl‏ للتابع في Je‏ المذكور وبين 


U 





حور السينات من جهة. 

وال مستقيمين x=byx=a‏ )جح 
الموازيين حور العينات من حهة 
zl‏ 6 نقسم (a,b) Jisl‏ 
bliy‏ فواصلها هي : axjx,b‏ 
وبذلك ينقسم الحال إلى Je m‏ 
جز ئي. نقيم من هذه النقاط . 








أعمدة على محور السينات فتتلاقى حادبلا 
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مع المنحى AB‏ ف النقاط AM,M,B‏ . نبحث عن قيمتين تقريبيتين للسطح 
المذكور ,4 بالنقصان أو ,4 بالزيادة. أما قيمة ,4 فتساوي سطوح 
المستطيلات eb‏ ,× وأطواها fl)» f(x,)‏ أما قيمة 4 فهي 
مجموع السطوح الي تكون قاعدتها نفس قواعد المستطيلات السابقة أما 
أطواها فهي : fo)‏ و(ر»)/ ‏ ي5)()4),/ 

السطح 5 هو فاية كل من ,4 و 4 عندما ينتهي عدد الحالات الجزئية إلى 
KÓW‏ بحيث يصبح طول كل JE‏ جزئي لا متناهي في الصغر ويتم ذلك 
بتقسيم كل محال حزئي x, 1X‏ إلى SYS‏ جديدة إل x-x,, JBG...‏ 
يتناهى إلى dx‏ عندما هجم إذن lim [roda‏ = 5 التكامل المحدود ما 
هو إلا جموع عدد غير متناهي من الكميات 4()/ وال JE‏ سطوح 
مستطيلات طول قاعدة كل منها dx‏ وأطوالها قيم f(x)‏ المختلفة على الحال 
(a,b)‏ ممتدة على طول البجحال المذكور. هذا ا مجموع بمثل قيمة السطح الواقع 
بين zal‏ ومحور السينات والمستقيمين »=× و x=b‏ الموازيين محور 


JUG = F(b)-F(a)=FG9], العینات:‎ 


مثال : أحسب مساحة السطح المحصور بين الخط البياني للتابع 7× = بر وحور 
السينات والمستقيمين 0= × و 1= × الموازيين محور العينات. 


1 s” 1 R 
دهم د‎ z” الحل : قيمة السطح معطاة بالدستور‎ 
3 كر‎ 
0 0 
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مال : أحسب مساحة السطح ]546-2|- ge jk‏ 


IE 
دو‎ E E و ولع عور‎ 
WG akad 2 
خواص التكامل الحدود‎ 

[ - إذا بادلنا بين حدي تكامل محدود تغيرت إشارة هذا التكامل. 
[f(a‏ - - زمار 

3 h 
S فالسطح المحصور‎ (ac) (6,6) إلى جزئين‎ (ab) JI إذا جزئنا‎ -2 
دير والمستقيمين »=× وط=× يساوي‎ f(x) GU بين الخط البياني‎ 


جموع السطحين. 7004| +04[ Jrtdar=‏ 


تمارين على التكامل 
[ - أحسب تكامل الدالتين التاليتين : 
sę _|ae , | 2] 1‏ 
fee] gro‏ 


3 [xa (2; كه‎ E 


2 
= | 
J 


1 
4. 


| 


LJ -2‏ مجموع أعداد متوالية جسابية ])1- S = [24+ (n‏ 
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برهن على أن هذا المجموع يساوي )+ T=‏ 
o 0‏ 


x? m |” n? n 
و م نر‎ =T—+an-T-= 
2 م‎ 2 








[ء(ا-م) + مما [r+2a-r]=‏ د 


1.13 
Ji="sX r—x 5‏ 
3- أخسب المساحة المحصورة منا بين ME M‏ 8 1 
Ja 72‏ 
الحل 
نرسم المنحنيين. يتقاطعان في 
A(x=1)‏ 
النقطتير 
SA 8‏ 
S= (y; 5 dx‏ 
1 
با ا ک1 wp.‏ 
«x‏ 8 





8 -2 «x 





3 15 x2 | 13 
+——4 = 
1 
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4- أحسب تكامل الدالتين التاليتين : 





J= je” sin xdx 
J;= je” cos xdx 

الحل 
yp=e" u =sin x AŻ‏ 
dv = e“ dx sza oj‏ 


I=e*"sinx— je” cos xdx 
=» 
J=e'"cosx+ je” sin xdx 


I+J=e*sinx ,  I-J=e*cosx 
بحلهما نحصل على‎ wyż ععادلتين‎ da ul نحن‎ 
J = (sin x +005») 1= (Sinx-cosx) 


5- أحسب تكامل الدالة : de‏ لعي ا 
x? -5x+4‏ 


اخل 
يمكن حساب التكامل عن طريق تحليل كسر إلى كسور بسيطة من الدرحة 
الأولى : 


LONE EL A(x-4)+ B(x-1)=1lx-20 


s + 
—5x+4 x-1l x-4 








A=3cx=l1 
AŚ ما نعطي‎ 
Pu 2 E 
1-3 مم‎ = ILogl- 1)+8Log(x-4) 


(x-4) +C‏ اا 
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: أحسب تكامل الدالتين التاليتين‎ -6 
I= [x sin xdx 
J= [x cos xdx 


الحل 


I =sin x - xcosx+Cte 


J =xsin x+cosx+Cte 


ع 8 
14+ ع9 +2 


الحل 
A Je‏ ع4 | متكي )1 
x-+9x+14 x+2 x+7‏ 
A(x +7)+ B(x+2)=6x+7‏ 
A=-1=x=2‏ 
عندما ; ; 
de s‏ 


1= [= TE > x+L(x+2) 


7- أجحسشن التكامل : dx‏ 














-7TL(x+T)+c>l=x+L د فم‎ 
7(x+7) 
dx ; 
چ کے‎ [MŚ Lal —8 
CES CFE) > ١ 
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الحل 


A B c 


x x+l x+2 
A(x +1)(x +2) + Bx(x+2)+Cx(x+1)=1 


A(x? +3x +2) + B(x? + 2x) + C(x? + x) =1 








: نكتب المعادلات التالية‎ 
4+B+C=0 x(A+B+C)=0 
34+ 28 + 0 - 0١ ج‎ x(34+2B+C)=0 
24-1 24-1 
[4-3 , 2=, c= 
I= A = | AJ 
2x 72(x+2) *x+1 2 
×× + 2) 
-1(:+1(+ 1): +2(= = + Ce 
EF 











1 ال‎ 11 | 
x*-a 2a|x-a x+a 
I اك‎ L(x + a)]+ Cte 

2a 


jej 
2a 


x-a 
+ Cte 











1+0 
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2x+1 A B c 


(x-2) 0 x-2'(-2) (1-2) 


(2x+1)= A(x-2) + B(x-2)+C = تل‎ +(B-44)x+(44-2B+C) 





نطابق ما بين حدود الطرفين فنحصل على : 





iż < 
4-0 
8-44- 2 قم = السك‎ |= 
44-2B+C=1 (--2) BZP o" 
)کے‎ 1 ) +e 
x-1 2)×-2 


1- اعسب تكامل الدلة s‏ اتم در 


x(x + 3) 





4+ 8 Ć 

ZR [FW (+3) 

2x +1 = 4(x +3) + Bx(x+3)+Cx 

2x+1=(4+B)x?+(64+2B+C)x+94A 

نطابق ما بين الطرفين فنحصل على : 

A+B=0 
64+3B+C=0 ZA pa دحج‎ 
o] 9 9 3 
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Ipad Ira م5‎ dh 
Tę کتک‎ | LĄ] + 
|- PEEL r: 
aż Liles) + 06 


5 
9 9 3(1+3) 





وي FE ac jk‏ د 


x) +x7-2x 
الحل‎ 
x +× -2x = ×)×-1() + 2( نحن نعلم بأن‎ 
2x+3 4 B C ,., 
=—+ + J 








= 1 03 
x +x?-2x x x-l x+2 
2x +3 = Afx-1x+2)+ Bx(x+2)+Cx(x-1) 
: إذا أعطينا‎ 
Reż ات ووه‎ 
2 
B=+—=x= 
1 
0---» 2--ع‎ 
3qdx 5 جه م‎ 1 dx 
gie I Li ka ا‎ 


3 2 
)2+( -(ا-م)ة 1+3 >= / 
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الفصل التامن 
المغلوية 


القسم الأول że JI:‏ الخطية 

تحديدها : هي عبارة عن أسلوب رياضي يمكن الالتجاء إليه لإيجاد الحلول 
الثلى للمشاكل الإقتصادية. 

لو نظرنا إلى العملية الإنتاجية لوجدنا أنه يمكن في حالات عديدة الحصول 
على منتج معين بعدة طرق تقنية مختلفة. إذن لكل منتج عدد كبير من الحلول 
ابتداء من اختيار المواد الأولية وانتهاء بطريقة JB‏ وتوزيع المنتتجات 
للمستهلكين. إن إدارة المشروع تواجه باستمرار مشاكل إنتاجية مختلفة تتطلب 
غالبا اختيار الحل الأمثل ضمن مجموعة كبيرة من الحلول. من الطبيعي أن هذه 
الحاول المختلفة تتطلب نفقات مختلفة وتؤدي إلى الحصول على مفعول 
إقتصادي متباين. فلو تمكنا من حساب النفقات المطلوبة لكل حل بمكن لكان 
من السهل انتقاء الحل الأفضل عن طريق مقارنة تكاليف كل حل ونتائجه 
واختيار الحل الذي يعطي SI‏ مفعول إقتصادي. ونسمي أفضل حل ممكن 
بالحل JU‏ أو البرنامج المثالي وهو الخطة الي تضمن الحصول على النتائج 
الإنتاجية المطلوبة PL‏ تكاليف أو الحصول على أكبر مفعول إنتاحي 
لاستعمال موارد محدودة. وهنا يبدأ دور البربحة الخطية GU‏ تمد الإدارة 


بالأشاليبي الرياضية الي تجعل إيجاد JUU HI‏ عملا سهلا وبسيطا. إن 
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المشاكل الي يمكن حلها باستخدام أسلوب البرجة الخطية يجب أن تحتوي 
على : 

* الهدف : تعظيم ZUW‏ أو تقليل التكاليف. إن أغلب المشاكل الاقتصادية 
تبحث عن الحد الأقصى للربح أو الحد الأدن للنفقة الكلية. 

* قيود المسألة : وهي بجموعة المعادلات والتباينات التي تمثل الظروف أو 
الشروط الواجب مراعاتما عند حل المسألة : مثلا : حجم الإنتاج يتعلق بكمية 
المواد الأولية المتوفرة وساعات العمل المتاحة. 

* عدم سالبية القيم : إن البرجة الخطية لا يقتضي استعمالها على المسائل 
الاقتصادية بل تمتد فائدقها إلى نواحي أحرى» مثلا تغذية المرضى في 
المستشفيات حيث يكون OM‏ تأمين سعرات حرارية لكل مريض لا تقل 
عن مقدار معين باستخدام أنواع معينة من الأغذية. كذلك تغذية المواشي 
حيث يكون امهدف زيادة ,3 إلى أكبر قدر ممكن باستخدام أنواع معينة من 
المواد الغذائية المتاحة. 

عندما يكون هناك قيد واحد فقط تكون مواجهة المشكلة سهلة إلى حد ما 
حيث بمكن الاستعانة بتركيب الدوال الي تتضمن هذا القيد باستخدام 
مضاعف لاغرانج ثم حساب المشتقات الحزئية ونعدمها ثم تحديد قيم المتغيرات 
الى تحقق النهاية العظمى أو الصغرى. أما عندما تتعدد القيود ويصبح من غير 
الممكن الإستعانة بهذا النوع من التحليل لرياضي نلجأ إلى البرجة الخطية حيث 
REC‏ أكثر سهولة في مواجهة المشكلة موضوع البحث. كذلك يمكن 
الاعتماد على الرسم البياني UW‏ أن الدراسة تقتصر على متغيرين فقط. 
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تطبيق عملي : ينتج مشروع سلعتين A‏ ر8 الكميات المنتجة × ولر. 

يحقق المشروع رحا على كل وحدة منتجة قدره 2,5دج على السلعة الأول 
و2دج على السلعة الثانية. 

دالة .P=25x+2y : cal‏ هذه الدالة يجب تعظيمها يعترض إنتاج السلع 
قيود. مثال : قيد رأس المال وقيد العمل. إن عوامل الإنتاج غير متوفرة بكثرة. 
نفترض أن إنتاج وحدة من السلعة الأولى يتطلب ساعة عمل وإنتاج السلعة 
الثانية يتطلب ساعتين عمل. كما أن كمية العمل المحدودة ب 8000 ساعة. 
إنتاج وحدة من السلعة الأولى يتطلب 3 وحدات من عنصر رأس الال. أما 
بالنسية ALL‏ الثانية فإنه يتطلب وحدتين من رأس JW‏ أما كمية رأس JW‏ 
فهي محددة ب 9000 وحدة. المطلوب تعظيم دالة المدف تحت هذه القيود. 
نفترض عدم سالبية المتغيرات. يكتب البرنامج على الشكل التالي : 0 
P=25x+2y GAM Ab‏ 
قيد العمل : x+2y<8000‏ 
قيد رأس 3x+2y<9000 : JW‏ 


عدم سالبية المتغيرات we‏ 





الطريقة الطريقة الأول : الخطوط البيانية x‏ 0441345613 


نر سم ا مستقينم x+2y=8000‏ 
وكذلك المستقيم 9000 - بر2 +3 


117 


http://www.opu-lu.cerist.dz 


ان المستقيمان يتقاطعان في النقطة 7 إحدائياقا : (x=500)‏ و(2-3750). 
نحصل على منطقة أو >„ الا مكان 0۸18. نرسم A>‏ الهدف در 
M‏ تمر بنقطة الفواصل. هذا المستقيم يتحرك داخل المنطقة 0418 وكلما 
ابتعد عن نقطة الفواصل كلما زادت الأرباح حي نصل إلى أبعد نقطة ممكنة 
داحل المنطقة. هذه النقطة هي إحداثيات تقاطع المستقيمين فهي إذن حل 
ALL‏ معادلتين مجهولين. 


2y = 8000 
|. 4 |= y=3750 


3x+2y=9000 
P =2,5(500)+ 2(3750) دالة الهدف‎ 


P=8750 
هذه القيمة تمثل أقصى ربح ممكن.‎ 


الطريقة الثانية : طريقة السمبلكس 
نستخدم متغيرين مكملين وذلك لتحويل المتراجحات إلى معادلات. نكتب 
البرنامج على الشكل التالي : 
P=25x+2y‏ 
Xx + 2y + 8, = 8000 > S, =8000-x-2y‏ 
S, =9000-3x-2y‏ ج 9000 = ,$ + 3x + 2y‏ 


من الواضح أن الحل الأساسي هو : 
x=0 y=0 P=0‏ 


يمكن وضع ذلك على شكل جدول 1: 
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تقتضي القاعدة اختيار „ae‏ الارتكاز. فيمثلنا هذاء العنصر هو العدد (3-) 
هذا يعن أن تحل  Je‏ ,£ في كافة المعادلات. 


فنحصل على : S,=9000-3x-2y=>‏ 
1 2 

x = 5--بر--3000‎ 
"Ró 3 L 





5 
$ „ =8000-(3000-2/3y 1/35, ) = 7500+-- S, 
2 على الحدول‎ ać وهكذا‎ 


| | Si. | 4 
p | 7500| -5/6| -13 
s, | 5000| 13| -43 | 
x | 3000| -183 | -213 | 


ać‏ أن هناك حل أساسي. 

















0-م- «5 x=3000 S,=y=0  P=7500‏ 
هذا الحل ليس بالأفضل» يجب البحث عن حل أساسي آخر أفضل M‏ عنصر 
الإرتكاز (4/3-) 

نعوض Sk‏ ب بر فنحصل على المعادلات التالية : 
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3 1, 3 
= )5000(+ ركس‎ "ŚR 


بوط ,8 7-3و دم 
4 4 


1 1 
x=500-—5, +> Sx 
J> Jal يعطينا‎ GII; وهكذا نحصل على الجدول الأخير‎ 
y=3750 x=500 
P=2,5(500)+ 2(3750)=8750 


EE اك‎ 


EZ 
لايم‎ 


ملاحظة هامة : 

فيما aż‏ حساب نقطة الإرتكاز ننظر إلى دالة GWI‏ ونأحذ أكبر قيمة 
موجودة GMA‏ ففي الجدول رقم 1 نحد أن نقطة الارتكاز موجودة في 
العمود الأول لأن 2 أقل من 2,5. علينا أن نختار ما بين القيمتين (-1) 
و(3-) لذلك نقسم (FS)‏ -)2000-( 4 له =)3000-(£ نأحذ 
أصغر قيمة مطلقة أي 3000 أصغر من 8000. إذن نقطة الارتكاز موحودة في 
تقاطع العمود ء والسطر 9000( أي العدد (3-). بعد معرفة نقطة الارتكاز 
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محري التحويلات العادية وبنفس الطريقة نحد نقطة الارتكاز في الجدول رقم 2 
وهي في العمود بر oj‏ ج أكر من 2-. 
لمعرفة أي العددين (4/3-) و(2/3-) نقسم 


9009 عا أن ا أقل من ا 


وبذلك RE Gy‏ السابقة. 


0 3000 , 15000 
ala * 4/8‏ ™ 4 
)03 نقطة الارتكاز هي (4/3-) 








مراجعة عامة 

1- تنتج مؤسسة سلعتين 4 و8 بالكميات x‏ ودر تحتاج الوحدة من السلعة 
A‏ إلى 2,5 ساعة عمل من المصنع الأول» و3 ساعات من المصنع الثاني وساعة 
عمل من المصنع الثالث. أما الوحدة من السلعة 8 تحتاج إلى ساعة عمل من 
المعمل الأول و3 ساعات عمل من المصنع وساعتين عمل من المصنع الثالث. 
أما ساعات العمل المتاحة فهي 20 ساعة عمل للمصنع الأول والثاني 30 ساعة 
عملء وللثالث 16 ساعة عمل. فإذا علمنا بأن ربح الوحدة من السلعة الأولى 
هو 3 دينار ومن السلعة الثانية هو 4 دينار. 

السؤال : | PPR‏ إنتاج السلعتين الذي يحقق أقصى ربح ممكن ضمن ساعات 
العمل المحدودة ؟ 


121 


http://www.opu-lu.cerist.dz 


P=3x+4y دالة الهدف‎ 
2,5x+y<20 
3x+3y<30 + القيود‎ 
x+2y <16 

الخطوط البيانية 
2,5x+y=20‏ 
3x+3y=30‏ 

x+2y=16 

>„ الامكان هو المضلع OABCOD‏ 

نحسب قيمة الربح في كل من التقاط التالية : 





x 





P 
8 
> 0 
=0 r 
gr P=32 G 9 0م‎ 
y=8 jo 3 
3 
x=4 = 
gf P=36 5م‎ ° P=24 
y=6 y=0 








إن أفضل حل هو النقطة 8 إحدائياها (P=36,y=6,x=4)‏ 


2- ينتج معمل نوعين من البنطلونات» رجالي ونسائي. ينتج المعمل أسبوعيا 
0 بنطلون رجالي سعر الواحد 35 دينار و3000 بنطلون نسائي سعر 
الواحد 55 دينار. يشغل المعمل 50 عاملا يعملون 10 ساعات يوميا مدة 5 
أيام في الأسبوع» إن الوقت اللازم لإنتاج بنطلون نسائي هو ضعف الوقت 
اللازم لإنتاج بنطلون رجالي. 
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الحد الأقصى لإنتاج العمل اليومي هو 1600 بنطلون رجالي. 
كلفة صنع البنطلون النسائي هو 40 دينار والبنطلون الرجالي هو 25 ديثار. 
السؤال الأول : ما هو برنامج الإنتاج الأسبوعي M‏ ي يسمح بتحقيق أقصى 
ربح مكن ؟ 
السؤال الثاني : نفترض أن البنطلون النسائي يباع ب 60 دينار بدلا من 55 
دينار. أما الكمية المطلوبة فتنخفض من 3000 بنطلون إلى 2000. نفترض أن 
عناصر المسألة الباقية لا تتغير. ما هو البرنامج المفضل في هذه الحالة ؟ 
الحل 
نفترض x,‏ عدد البنطلونات الرجالية و عدد البنطلونات النسائية. 
دالة المدف P=10x, +15x,‏ 
قيود الوقت 8000 > ,22 + x,‏ 
قيود الطلب 3000 > x, > 6000 x,‏ 
المتغيرات المكملة 

x, +x, = 0 x, = 0 

X, +x, =3000 3 x, =1000 

x, +2x, +x, =8000 P=75000 


P=10x, +15x, Xx; = X4 =X; =0 
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الخطوط البيانية 








0 
4 (x, =0 , x, =3000) A في النقطة‎ 
one (x, = 2000 , x, =3000( 8 في النقطة‎ 
(x, = 6000 , x, =1000( © في النقطة‎ 
A doe z 5 
5 (x, =6000 , x, =0) 2 في النقطة‎ 
B : 
A! Ło © إن أفضل نقطة هي النقطة‎ 


P=75000 Gul دالة‎ 





x, P=10(6000)+15(1000) 
8 صل‎ Ym Cm lo | 

; GU السؤال‎ 

عندما يرتفع سعر البنطلون النسائي من 55 إلى 60 دينار zma‏ البرنامج 

x,+2x, > 8000 : كالتالي‎ 

x, > 6000 x, > 0 

P=10x, +20x, دالة الهدف‎ 

منطقة حيز الوحود تصبح كالتالي : OA'B'CD‏ 

القيود هي كالتالي : 8000 = x, +2x,‏ 

4000 > x, > 0 

1000 > x, > 0 

sA‏ می 2 روود با 

P = 80000D4 : إحدائياتها هي‎ 

في هذه الحالة نلاحظ أن الربح الإجمالي ارتفع من 75000 إلى 80000دج. 
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القسم GU!‏ 
اتخاذ القرارات الاقتصادية 

مقدمة : 
تعد عملية اتخاذ القرارات الاقتصادية حوهر وقلب وظيفة الإدارة. إن القرار 
يتعلق بالمستقبل الغير يقين. وعملية اتخاذ القرار عبارة عن اخحتيار أحد JAN‏ 
الذي يعتبر أ حسب بديل من وجهة نظر متخذ القرار. هذه العملية تشمل 
العناصر التالية : 

- وجود عدة بدائل zly‏ من بينها تتم عملية الاختيار 

- وحود بجموعة من النتائج المتوقعة من استخدام كل بديل 

- درجة عدم التأكد أي احتمال كل نتيجة 

- اختيار البديل الذي يعطي أكبر ربح بمكن. 
يمكن تمثيل العناصر المختلفة لعملية اختيار القرارات على شكل مخطط يسمى 
شجرة القرارات. فإذا كان هناك قرار إقتصادي يتقبل عدة نتائج وكانت كل 
نتيجة تعطي ربحا قدره 444 واحتمال كل ربح 2,2,2 فالأمل الرياضي 
„.E=PA, + PA, +P,4;‏ 
مثال : 
يريد شخص أن يقيم حفلة في داره الصغير مناسبة عيد ميلاده أو في بستانه 
الفسيح لكنه يخشى المطر» عليه أن يختار أن يقيم الحفلة إما في الدار أو فى 
البستان» فإذا كان الطقس جميلا في الخارج فسوف يتضايق المدعوون لو عمل 
الحفلة بداره Sa‏ أما إذا عمل الحفلة في البستان فالمشكل هو المطر ويتبلل 
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المدعوون وتنتزع الحفلة» فإذا كان الطقس ممطرا فمن الأفضل في البيت» يمكن 





تلخيص ذلك بشجرة القرارات : 
Pom‏ . 
تنتز ع a. AULI‏ 
الحفلة رائعة o‏ 
المدعوون مرتاحون 
المدعوون متضايقون رمتسن 
تطبيق عملي 


يتعجب على مدير إحدى الشركات البترولية أن يقرر فيما إذا كان يحب 
الاستمرار أو التوقف عن الحفر لأحد آبار البترول فإذا قرر المدير الاستمرار في 
الحفر وظهر في فاية الأمر وجود بترول فسوف يحقق ربحا للشركة. وإذا قرر 
الاستمرار في الحفر ولم يكن هناك بترول فسوف يحمل ذلك الشركة حسارة. 
وإذا قر التوقف عن الحفر وكان فعلا لا يوجد بترول فسوف يؤدي ذلك إلى 
ربح الشركة نتيجة لتوظيف أمواها المقررة للحفر في أوجه أحرى للإستثمار. 
وإذا قرر التوقف عن الحفر وكان فعلا يوجد بترول فسوف Gp‏ ذلك إلى 
حسارة أو ربح ضائع. هذا المثال يعتبر لعبة ما بين المدير وحصمه الطبيعة» إن 
كلا من اللاعبين يملك تصرفين» بالنسبة لمدير الشركة يملك تصرفين» بالنسبة 
لمدير الشركة يملك الخيار ما بين الاستمرار أو التوقف عن الحفر أما بالنسبة 
للطبيعة فتملك خيارين : وجود أو عدم وجود بترول. 

إن تصرف اللاعبين يولد أعباء وخسارة لكل لاعب» يمكن عرض ذلك في 
الجدول التالي : 
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الطبيعة 


لا يوجد بترول | يوجد بترول 
8M -48M‏ 


-3,2M 0,8‏ 
60% 40% 
السؤال : ما هو قرار المدير ؟ 
للإحابة يحب أن نحسب الأمل الرياضي في الحالتين : الاستمرار أو التوقف عن 
الحفر فنحصل على النتيجة ,£ و ر8 . 
من الأفضل الاستمرار بالحفر لأن الربح المتوقع : 
E, =8(40%)-4,8(60%) = 0,32‏ 
E, =-3,2(40%)+ 0,8(60%) = -0,8‏ 
0,8 — )0,32 































ze 
: يريد منظم أن يختار ما بين قرارين‎ 
القرار الأول 1 احتمال 50 % بأن يربح مليون دينار.‎ 
احتمال 50 % بألا يربح شيئا.‎ | 
يربح ملیونین دينار‎ Ob %60 احتمال‎ 
القرار الثاني احتمال %30 بألا يربح شيئا‎ 
l احتمال %10 بأن يخسر 6 ملايين‎ 


. السؤال: أي القرارين أفضل للمنظم؟ 
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الحل 


نحسب الأمل الرياضي لكل قرار فنحصل على: 
E, =1(0,5) + 0(0,5) -‏ 
E, = 200,6) — 6(0,1) = 0,6M‏ 


النتيجة: نلاحظ أن القرار الثاني أفضل GY‏ يعطي ربحا وسطيا أكبر. 


مراجعة عامة 


0,6 أكبر من 0,5. 


1- مصنع لألعاب الأطفال يرغب في اختيار تصميم من بين 4 تصاميم. ثمن 


مبيع اللعبة هو 10 دنانير. أما تكاليف إنتاج كل تصميم فهي معطاة بالجدول 

















التالي: 
التصميم | | النفقة الثابتة النفقة gk‏ | 
A |‏ 100.000 كدج 
są 160.000 B‏ 
cC‏ 300.000 3 دج 
D‏ 500.000 ۳ 
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أما الطلب على الألعاب فهو معطى بالجدول التالي: 




















الكمية الاحتمال | | 
0 وحدة %20 
0 وحدة %50 
9 0 وحدة %30 | 
السؤال: أي التصاميم الأربعة أفضل؟ | 
a‏ لحل 


لاختيار أفضل التصاميم لا بد من حساب الربح المقابل لكل تصميم 

الربح = الايراد الكلي - النفقة الكلية. نقيم جدولا نحسب فيه كافة العناصر 
آخذين بعين الاعتبار نوع الطلب والاحتمال المقابل لذلك وهكذا paź‏ على 
الجدول التالي: 


نوع الطلب الكمية الايراد الكلي METY"‏ 
/ 50 


150.000 | 350.000 500.000 „000 








حفية 





متوسط | 100.000 1.000.000 600.000 400.000 








pe‏ | 150.000 000" | 850.000 اكد 


إذا أخذنا. بعين الاعتبار الاحتمالات نصل إلى النتائج التالية بالنسبة لكل 





تصميم ونحسب الأمل الرياضي: 
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د 425.000 = )650.000(30% + )400.000(50% + )150.000(20% = E(A)‏ 
د 470.000 = )740.000(30% + )440.000(50% + )140.000(20%= E(B)‏ 
د ج435.000 = )750.000(30% + )400.000(50% + )50.000(20%= E(C)‏ 

د ج340.000 = )700.000(30% + )300.000(50% + )100.000(20%- = E(D)‏ 
بعد مقارنة الأرباح للتصاميم الأربعة نلاحظ أن أفضل تصميم يحب اختياره 


هو التصميم 8 لأنه يعطي أكبر ربح ممكن. إذن على المشروع اختياره. 


2- بائع جرائد يريد أن يعرف عدد الجرائد الواحب اقتناؤها كل أسبوع 
لتصريفها. فإذا علمنا بأن dsl‏ تكلف 2دينار وتباع ب 5دينار وتعطي 
لصاحبها ربحا قدره 3 دينار في حال بيعها أو خسارة 2دج في حالة عدم 
بيعها. لدينا الجدول JU‏ الخاص بالكميات المباعة مع احتمال مبيعها 
السؤال: ما هي أفضل كمية يقتنيها البائع لتعظيم ربحه؟ 

a‏ لحل 

من الخدول الثالي نستتتج Ob‏ أفضل كمية يحب اقناؤها هي الككمية 350 ile‏ 
لأا تعظم الربح ويساوي 525دج. 

إذا رمزنا × الكمية الواحب اقتناؤها ر احتمال بيعها وإذا كان الربح الافرادي 
= 3دج uć‏ أن (م - 1) ثل احتمال عدم بيع الكمية ×. بما أن قيمة الخسارة 
لكل بحلة-2دجٍ إذن الخسارة الإجمالية هي .20-p)x‏ والربح الإجمالي 
بعشل px,‏ 3 . إذن نقارن الكميتين فنحصل على: 


3px =2(1- p(x >3px=2x-2px 
5px=2x=>p=2/5=40% 
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هذا الاحتمال يقابل الكمية 350 LI‏ الربح الإجمالي المقابل لهذه الكمية 
فيساوي: 525 = (245x 3) - (105x2)‏ 
الكمية الاحتمال | الكمية | الكمية الغير | الربح التجمعي 








50 100% 50 0 0 150-3دج 


295=2x1-3x99 20 ١ jaj? 99% | 100 
205=2x19-3x81 s 1 90% | 200 

















7 22 
2 SNS 55 45 
525 
0=2x30-3x20 30 20 15% 300 
za 
525 75 2 40% 350 
هد‎ 45 5 25% 400 
450 
150-=2x90-3x10 90 10 10% 500 
ma 
300 
-190=98x2-3x2 98 2 2% 600 
110=190-300 
-85=2x99-3x1 99 R 1 1% 700 





3- بائع حليب يريد أن يعرف ما هي أفضل كمية يشتريها لتعظيم ربحه. هذه 
الكمية تتراوح ما بين 25 و28 علبة يوميا. تمن مبيع العلبة 18دج. تمن الكلفة 
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3دج. العلبة لا تخزن حي اليوم الثاني. لاحظ GUI‏ خلال 200 Ly‏ أنه يبيع 
الكميات التالية حسب الجدول. 
السؤال: ما هي أفضل كمية يجب أن يقتنيها لتعظيم ربحه الوسطي؟ 



































الحل 
لمعرفة أفضل كمية يجب اقتناؤها day‏ نقوم ملء الجدول JW‏ 
عدد الأيام الكمية الاحتمال 
0ن 5 علبة 00 
0 يوما 6 علبة 230 
0 يوما 27 zle‏ 90 
zle 28 Ly 20‏ %10 
الطلب الربح 
25 26 27 28 
العرض الوسطي 
| 25 125 125 125 125 125 
M2 | 26‏ 130 | 130 0 | 128,2 
27 99 117 135 135 | 126 
28 86 104 122 144 | 144,8 




















النتيجة: نلاحظ أن أفضل كمية يجب اقتناؤها هي 26 علبة حليب» لأن الربح 
الوسطي الذي يقابلها يساوي 128,2دج cy‏ أعظم ربح ممكن. 


4- بائع مظلات يريد أن يتمون. يربح 50دينار على كل مظلة تباع ويخسر 
0دينار على كل مظلة لا تباع. LI‏ الكميات المطلوبة فهي 400 مظلة إذا 
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كان الطقس صحوا وألف مظلة إذا كان الطقس غائما. هناك احتمال %40 
Ly paz)‏ كمية 400 مظلة %60 لبيع كمية ألف مظلة. 

السؤال الأول: أية استراتيجية يجب أن يختار؟ 

السؤال الثاي: نفترض أن الاحتمالات تغيرت وأصبحت %60 بالنسبة ل 
0 مظلة و9040 بالنسبة لألف مظلةء أية استراتيجية يجب أن يختار» 

السؤال الغالث: ما هو معدل الاحتمال × حى تتعادل الاستراتيجيتان؟ 























الحل 
لدينا الجدول التالي: 
D,=400‏ 2-0 
المخزون 
(400x505 | 400x50= 5-0‏ 
0ج 0ج 
(600x50)- Î S=1000‏ أ (1000x50)=‏ 
g250000 (400x50)=‏ 
| 210000 








الخالة الأولى: الاحتمالات هي 9040 بالنسبة ل 400 مظلة %60 بالنسبة 
ل 1000مظلة» نحسب الأمل الرياضي في US‏ الحالتين ونحد 

20000 د E, = 20000(40%) + 20000(60%) = z‏ 
26000 + ج = )50000(60% + )10000(40%— = E,‏ 
النتيجة: من الأفضل احتيار الاستراتيجية الثانية أي تموين 1000 مظلة DY‏ 
الربح الوسطي أكبر. 
AU‏ _الثانية: Lie‏ تصبح الاحتمالات 9040 بالنسبة لألف مظلة %60 
بالنسبة ل 400 مظلة نحسب الأمل الرياضي في US‏ الحالتين فنحصل على: 


133 


http://www.opu-lu.cerist.dz 


0 دج = )20000(40% + )20000(60% = E,‏ 
0 دج = )50000(40% + )10000(60%- = E,‏ 
النتيجة: من الأفضل احتياز الاستراتيجية الأولى لأن الربح الوسطي أكبر في 
هذه الحالة 
الحالة الثالغة: نفترض الاحتمال نم9 في الحالة الأولى و96( 1[) في AL‏ 
الثانية» نحد: 
0 دج = E, = 20000(%) + 2000001 - x)%‏ 
بر = E, =-10000(x%) + 50000)1 - x)%‏ 
نفترض Ej=E;‏ جحد بأن: 
—10000x — 50000x + 50000 = 20000‏ 
600000x = 30000 > x = 50%‏ 


5- يمتلك مشروع آلتين لتعيئة المنتجات. أحدهما قديمة والثانية حديدة» وعليه 
أن يختار ما بينهما ليستثمر أمواله. لدينا العناصر التالية: 
بالنسبة للآلة الجديدة: تعتبر أكثر كفاءة من الآلة القديمة إذا كانت مواد التعبئة 
من النوع الحيد» أما إذا كانت من LE‏ الرديء فالآلة القديمة أفضل وعلى 
المشروع أن A‏ من بين هاتين الآلتين مستعينا با معلومات التالية: 
- 9080 من المواد هي من النوع الحيد و9020 من المواد من التوع 
الرديء 
- الآلة القديمة تحقق أرباحا قدرها 200دج إذا كانت المواد من النوع 
«LI‏ و160دج إذا كانت من النوع الرديء 
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- الآلة الجديدة تحقق أرباحا قدر ها 200دج إذا كانت المواد من النوع 
اليد ;7280 إذا كانت AM‏ من النوع الرديء. 
السؤال: أي الآلتين أفضل عند Ula‏ في الحالات التالية: 
- إذا كانت الاحتمالات 0 من النوع cieki‏ %20 من النوع 
الرديء. 


- إذا كانت الاحتمالات 0 من النوع cl‏ %805 من النوع 


الرديء. 
- ماهو الاحتمال× حى تتساوى الآلتان في الربح؟ 


الحل 


نرسم شجرة القرارات 
(200دج) نوع جيد 
(160دج) نوع رديء 
(80دج) نوع رديء 
)72240( نوع جيد 


90 





الحالة الأولى: نحسب الأمل الرياضي لكل آلة. 

بالنسبة للآلة القليعة: 192د ج = )160(20%+ (200)8096 = Ej‏ 

بالنسبة AW‏ الجديدة: 208 دج = )80(20%+ )240(80% = E,‏ 

النتيجة: من الأفضل استخدام الآلة الجديدة بدلا من القديمة لأن الربح الوسطي 
أكبر. 
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الحالة الغانية: نحسب الأمل الرياضي AW‏ القديعة: 

E, =200(20%) + 160(80%) = ج‎ 8 

نحسب LI‏ الرياضي للآلة الجديدة: 

112د ج = )80(80% + )240(20% = E,‏ 

النتيجة: في هذه الحالة من الأفضل استخدام الآلة القديكة. 

الحالة BIE‏ نفترض r‏ معدل احتمال استخدام المواد من النوع الحيد 

و(« -]) معدل احتمال استخدام المواد من النوع الرديء. 

E, =240x+80(1- x) الجديدة:‎ WBU بالنسبة‎ 

E, =200x+160(1-x) القديمة:‎ ABU بالنسبة‎ 

E, = E, > 200x +160 —160x = 240x +80—80x 
40x +160=160x+80> x=2/3 

لو عوضنا × بقيمتها Ula‏ على: 

E, =200(2/3) + 60(1/3) = > 


E, = 240(2/3) +80(1/3) = 2 


6- تاحر يمكنه أن يشتري 100.000 طن من سلعة من الخارج بسعر $5 
للطن وبيعها بسعر 88 للطن فورا. يعتقد التاجر بأن الحكومة يمكن أن ترفض 
منحه رخصة استيراد البضاعة من الخارج. في هذه الحالة يتحمل التاجر 
خسارة قدرها 581 للطن. كما أنه بإمكانه الانتظار للحصول على رخصة 
استيراد قبل البدء بعملية الشراء. لكن نظرا لمرور الوقت قبل استلام رد 
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الحكومة يمكن للبائع أن „ يبيع البضاعة لتاحر آخر. عندئذ لن 55 البضاعة 
لديه فيما بعد. لدينا الاحتمالات التالية: هناك احتمال 0 للحصول على 


رخصة الاستيراد وهناك احتمال 9070 بعدم توفر البضاعة عند حصوله على 


رخصة الاستيراد. 
السؤال: أيهما أفضل؟ شراء البضاعة فورا أم انتظار رخصة الاستيراد؟ 
الحل 


نرسم شجرة القرارات 
$300.000 
100.000-$ 


$300.000 
$0 





في العقدة 8 نحسب الرب بح المرتقب في النقطة )1( ,3 النقطة )2( 


1 


E = 2100000 + 5300. 000 SEM ze I (1) النقطة‎ 3 


100.000$= 
في النقطة (2) s‏ بح المرتقب )300.000(15% + )35%(0 + )50%(0 = E,‏ 
E, = 45.000$‏ 


3 العقدة LUNA‏ الخيار ما بين: الشراء الفوري» الربح M‏ $100.000=—5. 
عدم cel „ZJI‏ الربح المرتقب-50. 
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طلب رخصة الاستيراد» الربح المرتقب = 545.000. 
النتيجة: من الأفضل الشراء الفوري. 


7- تود شركة انتاج سلعة جديدة محددة سعرا مرتفعا. لدينا شجرة القرارات 
التالية: السؤال: هل من مصلحة الشركة انتاج السلعة أم لا؟. 


80DA 
70DA 
60 DA 
50 DA 
40 DA 
10DA 
30 DA 


20DA 





10 DA 
نحسب الأمل الرياضي في حال إنتاج السلعة و بيعها بسعر مرتفع فنحصل على:‎ 
E- دج = )%20( 0ج + (%50) 50د ج+ )%30( 80د ج‎ 5 
0 = إذا لم تنتج السلعة فالسعر‎ 
النتيجة : من الأفضل انتاج السلعة.‎ 
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رين رقم 1: يشتري بائع حضرة كل يوم عدد من الصناديق بسعر 40دج 
للصندوق و tani‏ ب 80 <g>‏ أما الصناديق الي لا تباع فتعتبر حسارة للبائع. 
لقد لاحظ خلال 100 يوم أن الكمية المطلوبة معطاة بالجدول Jul‏ : 





[صندوق 


0صندوق 


الطلب 





5صندوق | اجموع 
5 | عدد الأيام 





2صندوق | 3صندوق 4صندوق 
20 | 40 15 


| 


10 





10 | 





عدد الأيام 





المطلوب رسم حدول المدحلات المخرجات و الذي بمثل ربح التاجر علما ob‏ 


الكمية تتراوح ما بين 0 صندوق و 5ضاذیق. 









































الحل 
T T ==‏ 
0 1 4|3|2 5 | إحتمال | الربح 
ا ee mz‏ 
mo| 0| 0| 0| 0 0 0‏ |0 
40- |40 |40 |40 |40 |40 )10% ]32 
80- |0 |80 |80 |80 |80 ]20% |56 
120- | 40- 40 |120| 120 |120 | 40% |64 
160- | 80- |0 |80 |160 |160 |15% |40 
Tal  s%| 200| 120| 40| -40| -120 | -200‏ 

















من هذا الحدول نستخلص بأن أفضل كمية يجب تخزينها هي الكمية3 = 0 
صندوق لأن الربح المقابل هو 64 - 7. 


تمرين رقم 2 يشتري مطعم نوع من الكعك» تمن الكعكة 0ج وتباع 5ج 
معا لا تباع يعاود ويسترد 8دج» مبيعات المطعم تتراوح ما بين 30 و36 دزينة» 


الجدول Jul‏ يعطينا نسبة المبيعات. 
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36 | 35 | 34 | 33 | 32 | a 30 | المبيعات‎ 





ا 


الإحتمال | %1 % | %16 | %25 | %30 | %11 | %8 
السؤال: wać‏ أفضل كمية من الكعك يجب أن يتمون به لتعظيم ربحه 
000 لحل 

نلاحظ أن المطعم يحقق ربحا قدره (60-12015-10دج على كل دزينة مباعة 
وخسارة قدرها (24-12)10-8- دج على كل دزينة لا تباع نقوم بوضع 
الجدول التالي. حسب هذا الجدول أن أفضل كمية يتمون W‏ المطعم هي 34 


دزينة و مقدار ze I‏ 1966 دج. 
= 
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القسم النالث: 4,6 المباراة 

مقدمة : 

تعتبر نظرية المباراة من فروع الرياضيات الحديثة نسبيا. لقد بدأت في بداية هذا 
القرن مع العام الفرنسي بوربل و الذي يعتبر أول من بحث في هذا الموضوعء 
ثم تطورت النظرية مع العالمين فون نيومان ومورجر شتاين LE‏ نشرا كتامما 
الشهير "نظرية الألعاب واقتصاد الرفاهة" والذي احتوى على تطبيقات مهمة 
لنظرية المباررة في موضوع الإقتصاد. لقد أصبحت فائدة هذه النظرية ملموسة 
بفضل تقدم البربحة الخطية واستعمال الحاسبات الإلكترونية. إن لعب الورق 
والشطرنج وغيرهما من المباراة بين شخصين تمثل بحالات لتطبيق نظرية المباراة. 
كما أن الحالات التنافسية في ميدان السياسة والإقتصاد وإدارة الأعمال 
والمعارك الحربية تدحل ضمن امحالات التطبيقية المهمة لنظرية ADU‏ 

عندما تتخذ إدارة المشروع قرار Lm‏ مثلا: تخفيض السعر UB‏ تأحذ بعين 
الإعتبار رد الفعل الذي يمكن أن يحدثه هذا القرار على أطراف zl‏ 6 تنافسها 
في هذا انحال : سوق القلة» إن كل طرف يحاول أن Ją‏ قرارا يؤدي إلى 
تعظيم الحد الأدن لربحه أو إقلال الحد الأقصى لخسارته. أن عملية 'اتخاذ القرار 
في هذه الحالة ما هي إلا مباراة بين أطراف معينة» لكل منهم هدف بتأثر 
بقرارات الآخرين إن نظرية المباراة تزودنا بحلول لمثل هذه القضايا والهدف في 


ماية الأمر ما هو إلا معرفة الطرق الي تؤدي إلى الوضع الأمثل. 
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مفاهيم أساسية 

في نظرية GUI‏ هناك بعض المفاهيم: مثلا عدد الأشخاص المشتركين في 

المباراة -طبيعة العائد لكل اختبار- عدد الاختبارات الممكنة لكل شخص. 

e‏ عدد أطراف الباراة: المباراة الي تحتوي على شخصين هي الي نالت الحظ 
الأكبر من اهتمام علماء هذه المادة. هذا النوع من المباراة يطلق عليه اسم 
مباراة ثنائية. 

e‏ العائد: تصنف الباراة إلى نوعين بالنسبة للنتيجة النهائية أ ي المحصلة 
للمباراة. في النوع الأول» يكون pac‏ المبري لعوائد المباراة صفراء أي 
ذات محصلة صفرية. هذا w‏ أن العائد الموجب لأحد الطرفين يقابله عائد 
سالب للطرف الآخر. أي أن ما يكسبه الطرف الأول يخسره الطرف 
الثاني والعكس بالعكس. أما النوع الثاني من المباراة فلا يكون فيه ابجموع 
الجبري لعوائد المباراة صفراء أي ذات محصلة غير صفرية. ففي الحقيقة 
المباراة الثنائية: ذات المحصلة الصفرية هي الي نالت حظا أكبر من اهتمام 
علماء نظرية المباراة. 

٠‏ الاسترائيجية: استراتيجية لاعب معين في نظرية المباراة هي خطة توضح 
سلوك هذا اللاعب مقابل كل سلوك محتمل من لاعب آخر. لذلك فإن 
الاستراتيجية هي خطة كاملة لأداء المباراة. تصنف المباراة حسب عدد 
الاستراتيجيات المتاحة لكل لاعب. 

e‏ مصفوفة العائد: يفترض في نظرية المباراة أنه يمكن ترتيب الاستراتيجيات 
المتاحة وأنه يمكن التعبير عن العوائد المقابلة لكل استراتيجية بوحدات ذات 
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مععئ. ففي الباراة الثنائية ترتب العوائد على شكل مصفوفة يطلق عليها 
مصفوفة العائد أو مصفوفة الباراة. تمل Ojo‏ هذه المصفوفة 
استراتيجيات أحد اللاعبين (اللاعب الأول) وتمثل الأعمدة» استراتيجيات 
اللاعب الآخر (اللاعب (ZU‏ وتكون عناصر المصفوفة هي العوائد. 
فالعنصر الذي يقع في الصف والعمود ار والذي نرمز له بالرمز رمد هو 
العائد عندما يستخدم اللاعب الأو ل الاستراتيجية: أما اللاعب الثاني 
فيستخدم الاستراتيجية زر وإذا كان المقدار x‏ أكبر من الصفر فإن اللاعب 
الأول يربح واللاعب الثاني يخسر. 

e‏ النقاط السرجية: إن أحسن اختيار لكل من اللاعبين هو ذلك الاختيار 
الذي يؤدي إلى أقل حسارة IŚ‏ مهما كانت اختيارات LEW‏ الأول. 
يطلق عادة على احسن اختيار متاح بالاستراتيجية المثلى. 

نفترض مباراة ثنائية ذات محصلة صفرية وذات استراتيجيات متعددة gy‏ 

٠‏ تكون مصفوفة العائد معطاة بجدول ما. نأخذ أصغر „ae‏ في كل صف ونرمز 

له بالرمز r‏ كذلك نأخذ أعظم عنصر في كل عمود ونرمز له بالرمز s‏ إذن: 

r, = MiN(Fy „Tą Pigs Fin) 


S, = MAX(S, 858,30: 8,1)‏ 
إن أحسن اختيار للاعب الأول هو „el‏ الأعداد rrr,‏ والذي يطلق عليه 
اسم أعظم الحدود الدنيا وبالمثل يكون أحسن اختيار للاعب الثاني هو Aa‏ 
الأعداد ,5,575 والذي يطلق عليه اسم اصغر الحدود العظمى. فإذا كان هناك 
عنصر في مصفوفة العائد هو أعظم الحدود الصغرى للصفوف. وبنفس الوقت 
أصغر الحدود العظمى للأعمدة يطلق على ذلك العنصر نقطة chu‏ إن 
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الاستراتيجيتين المثليتين للاعبين تتمثلان في الصف والعمود الذين تكون نقطة 
تقاطعهما هي نقطة سرجية. وقيمة هذه النقطة تمثل قيمة المباراة. إن النقطة 
السرجية تمثل بالنسبة LEW‏ الأول أقصى توقعاته بالنسبة لنفسه وأسوأ توقعاته 


عن طريق نقطة السرج إلى حل 


بالنسبة لخصمه. وهكذا نكون قد توصلنا 
المباراة. 


مغال: لدينا المصفوفة التالية وال تمثل عائد المباراة الثنائية ذات المحصلة الصفرية 
ما بين لاعبين 1 و11. نحسب الحدود العظمى لأعمدة المصفوفة والحدود 
الصغرى للصفوف» من هذا المثال ać‏ أن قيمة أعظم الحدود الصغرى = قيمة 
اصغر الحدود العظمى» لذلك يوجد نقطة السرج. وتكون قيمة المباراة = 























الواحد أي أن اللاعب 1 يكسب واحد واللاعب II‏ يخسر واحد. 
LEW Min  Maximin‏ الثاني 

5 ate tani 

3 4 4 1 1 1 

2|01 1 4 ا‎ | 
a | 

= | -5.| 1 1 NES | 

|F4 | 4 i 1* | 1 | 
ś 4 4 1 1 نقطة سل‎ 
— ل‎ 
Minimax ول‎ 1 























zly‏ تعطينا ما يدفعه LEW‏ الثاني 


تطبيق عملي: LU‏ مصفوفة العائد التالية 
للأول أو العكس. 
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Min Minimax‏ اللاعب الثاني 
| 1/2 | = ]3 = 
0 1/3 1 2 | 18+ 
a‏ 
1 1 1# 3 ]40-| 2 ]ىت 
RT"‏ 1 | 3 4 3 








Maximin 

بوحه عام يختار اللاعب الأول عندما يكون أمام استراتيجيات متعددة. 
الإستراتيجية الي تمنحه أقل ربح ممكن أما اللاعب الثاني فإنه ينظر إلى الأمور 
من وجهة نظر مختلفة. يمكن التعبير عن ذلك رياضيا بقولنا أن استراتيجية 
اللاعب الأول و يسمى بلاعب التعظيم أي تعظيم تدنية وأن استراتيجية 
اللاعب الثاني و يسمى لاعب التصغير أي تدنية تعظيم فإذا كانت قيمة تعظيم 
تدنية = تدنية تعظيم = 1 عندئذ نقول بأن المباراة هي ذات سرج و يسمى 
العائد الذي يتحدد lac‏ ما يدفعه اللاعب الثاني للأول بقيمة المباراة = 1. 
ملاحظة: عندما تسيطر استراتيجية على أخرى بامكاننا شطب الإستراتيجية 
Tw‏ بذلك نختصر المصفوفة قي UŁ‏ هذا بالنسبة للاعب الأول. 

نلاحظ أن الإستراتيجية الثانية مسيطرة من قبل الثالثة. و بذلك يمكن شطب 
الإستراتيجية الثانية. أما بالنسبة للاعب الثاني فالإستراتيجية الثانية تسيطر على 
الثالثة وكذلك تسيطر الأولى على الرابعة وبذلك نخفض مرتبة المصفوفة الأصلية 


و تصبح في هذا المثال A‏ بسهولة نقطة سرج )1+( فهي أصغر 
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Min‏ الثاز 
- 1 | 
Max3 3 1 5 1‏ 


قيمة عددية موجودة في الصف الثاني 1 3 


وبنفس الوقت هي أكبر قيمة عددية موجودة ف العمود الثاني. 


تمرين رقم 3 : شركتين تحتكران السوق A‏ و8 لدى كل واحدة استراتيجيتين 
في ميدان الأسعار: إما رفع الأسعار أو تخفيضها. 
الجدول التالي يبين U‏ ربح كل شركة حسب الإستراتيجية المتبعة. 

B الشركة‎ 





























خفض الأسعار رفع الأسعار 
pa m, =250 1, =0‏ 
U EJ A A‏ 1 
Ty - 0 Ig =X‏ 8 
PRS PTAKA |‏ 5" » 
A 3 m, =350 74 =180‏ < 
A Ty =40 Ty =90‏ 





السؤال : 
برهن على أن هناك استراتيجية مسيطرة بالنسبة للشركة „A‏ 
الحل 
نقول أننا أمام استراتيجية مسيطرة A GM‏ إذا كان مهما كان تصرف 
الشركة 8 فالشر كة ۸ JUŹ‏ نفس الاستراتيجية. 
1- إذا اختارت الشركة 8 استراتيجية الأسعار المرتفعة فالشركة A‏ تعظم 





أرباحها باتباع سياسة تخفيض الأسعار (200 بدل350). 
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2- إذا اختارت الشركة 8 استراتيجية تخفيض الأسعار فالشركة لم من 
مصلحتها أن تختار سياسة تخفيض الأسعار )120 بدل 180(« ]05 مهما كانت 
استراتيجية الشركة 8 فيما بخص سياسة الأسعار فالشركة A‏ من مصلحتها أن 
تطبق سياسة خفض الأسعار لذلك نسمي استراتيجية A‏ بالاستراتيجية 
المسيطرة. 

3- بالنسبة للشركة 8 : إذا اختارت الشركة سياسة تخفيض الأسعار 
فالشركة 8 تعظم أرباحها باتباع نفس السياسة (40 بدل 90) نقول عن 
استراتيجية 8 UL‏ مسيطرة إذا كانت الشركة 8 لما نفس المصلحة إذا ما 
رفعت الشركة ۸ أسعارها يكون الوضع كذلك إذا كانت قيمة 1127150 

4- نقول أننا أمام توازن ناش Equilibre de NASH‏ إذا أخذنا بعين الإعتبار 
الاستراتيجية المتبعة من إحدى الشركتين فالشركة الأخرى لا يمكن أن تزيد 
من أرباحها إذا غيرت وجهة نظرها. مهما كانت قيمة × فالشركة الأولى A‏ 
تختار دائما تخفيض الأسعارء فإذا ما احتارت الشركة A‏ هذه الاستراتيجية 
فمن مصلحة الشركة 8 أن تتصرف نفس الشيء وقي الأخير سوف تختار 
الشر كتان استراتيجية تخفيض الأسعار وذلك لتحقيق أرباح هي (90- ,7 


و180- ر#). 
تمرين رقم 4 : تمرين بدون حل 


LJ‏ شركتين A‏ و8 احتكاريتين هما الاختيار في ميدان الأسعار إما برفعها أو 
تخفيضهاء الجدول التالي يعطينا أرباح كل شركة حسب الاستراتيجية المتبعة : 
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CJ 
الأسعار‎ 





الأسعار 











A الشركة‎ 
+ 
u 
L. 


1 30 Ty = 5 








السؤال : برهن بأن هذه المسألة تقودنا إلى توازن ناش „NASH‏ 


الاستراتيجية LSM‏ 
في الحالات ال لا توجد فيها نقطة سرج» يلجأ اللاعبون إلى الاستراتيجيات 
iS JI‏ للحصول على أكبر مكسب ممكن. يلعب اللاعب الأول كل صف من 
صفوفه جزءا معينا من الوقت كما يلعب اللاعب الثاني كل عمود من أعمدته 
جزءا معينا من الوقت. وعلى كل لاعب أن يحدد الوقت ليلعب كل صف أو 


SEO" عمود.‎ 
a1 5 

مغال : لدينا لاعبين ومصفوفة الدفع التالية | ر م b‏ 
== 3 2 


2 

معطاة بالجدول التالي. في هذا المثال نلاحظ بأنه لا يوجد نقطة سرج. 
نفترض أن اللاعب الأول يقضي × وقت في لعب الصف الأول ويقضى 
x)‏ -1( وقت للعب الصف الثاني. أما اللاعب الثاني فیخصص y‏ وقت Lal‏ 
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العمود الأول y‏ )1-7( وقت للعب العمود الثاني. نحسب قيمة كل من × 








وبر معتمدين على اللحدول التالي : 
oko‏ 06 0 06 

















1 يكسب اللاعب الأول 5 يكسب اللاعب الأول 1 
يلعب اللاعب الأول p x‏ ل 
x bli 7‏ من الوقت نقطة x‏ من الوقت 
on (daniach‏ > 
يكسب اللاعب الأول 3 | يكسب LEW‏ الأول 4 
وقت السطر الثاني 
نقاط (1-x)‏ من الوقت | نقاط )1-2( من الوقت 
5 
1x + 4(1- x)= 5x+3(1-x)=‏ 
1x+4-4x= 5x+3-3x= Sza‏ 
4-3x 2x+3‏ 


نحسب مكاسب اللاعب الأول يجعل المكاسب المتوقعة هذا Lie LEW‏ 
يلعب اللاعب الثاني العمود الأول - مكاسب اللاعب الأول عندما يلعب 


اللاعب الثاني العمود الثاني. نحصل على المعادلات التالية : 


„Sx+3(1-3)= +ها‎ 4) -( = × - 5 = %20 


بنفس الطريقة نحصل على قيمة بر من الحدول التالي : 


149 





http://www.opu-lu.cerist.dz 





Gi | 


يلعب اللاعب الثاني العمود يلعب العمود الثاني حسارة اللاعب الثاني 




















الأول بر من الوقت (بر-1) من الوقت المتوقعة 
أ إذا لعب اللاعب الأول يخسر اللاعب الثاني 
Sy+11-y)=‏ 
الصف الأول يخسر اللاعب نقطة (-y)‏ من 47+1 
الثاني 5 نقاط بر من الوقت | الوقت 
1 إذا لعب الأول الصف الثاني | يخسر اللاعب الثاني 4 
3y+4(1-y)= Pe 1‏ 
يخسر اللاعب الثاني 3 نقاط (l-y) bw‏ من 4-y‏ 
بر من الوقت | الوقت k‏ 





بوضع حسارة اللاعب الثاني المتوقعة عندما يلعب اللاعب الأول الصف الأول 
مساوية خسارة اللاعب الثاني المتوقعة عندما يعلب اللاعب الأول الصف الثاني 
نحصل على المعادلة AJUJI‏ : 

3د بره (لر- )4 جيرة - (بر- )+ ر5 

نحسب قيمة العائد. 

نحسب مكاسب اللاعب الأول : 
7-])16)4:-]16-6 1 


5 3|4 4 
نحسب L=‏ 5 اللاعب الثاني : > 


aa 85 


°` 40-]-[6)-0)-7 


النتيجة : ما يربحه أحدهما يخسره اللاعب الآخر. 
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الطريقة الحسابية المبسطة 
الخطوة الأولى_: نطرح القيمة الصغرى في كل صف من القيمة الكبرى 
وكذلك الحال بالنسبة لكل عمود. 





الخطوة الثانية : تبادل الأماكن للأعداد نتيجة لعملية الطرح ثم نحمع الأعداد 


اللاعب الثاني _ اللاعب الثاني 
X 5-1=4 3 1‏ 
|s‏ 5 3.1 5 1 3 
ad‏ 4-3=1 3 
a 3 2|4 344‏ 
Z 4-1=3 3 s‏ 
2,3 5-3=2 4-1=3 
5 2 2+3=5 
-1-x = 80%, 1 „20%‏ 4 
5 5 
ż-1-)=40%, ż=7=60%‏ 
أخيرا نقسم النتائج على المجموع 5 فنجد في الأخير النتائج التالية : 
(1-x)= 80%‏ دم 
(1-y) = 4%‏ 6 = 2= ر 
مراجعة عامة 
عرين رقم 1 : LN‏ مصفوفة الدفع التالية : ) Leja‏ > 
والخاصة بلاعبين. فى هذا المثال نلاحظ 1 
Z 4 3 (1-x) :‏ 
أنه لا يوجد نقطة سرج لأن 4 ± 3 3 ا 
(v) (-»)‏ 
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نعطي لكل لاعب إمكانية أن يلعب إحدى الاستراتيجيتين. بالنسبة للاعب 
الأول يلعب الصف الأول × من الوقت. والصف الثاني (بد-1) من الوقت. 
UI‏ اللاعب الثاني فإنه يلعب بر وقت العمود الأول و(ير-1) وقت العمود 
الثاني. نحسب الأمل UJ‏ لتوقعات كل لاعب فنحصل على : 

E(x)=2xy + 6x(1- y)+ 4y(1- x) + 3(1- x(l- y) 


قل[ ]مأك - قد جعت + ر =( 


إذا افترضنا أن الوقت 0 = = zie‏ اللاعب الأول ربجا قدره Ę‏ 
مهما كانت قيمة y‏ أي مهما كانت استراتيجية اللاعب الثاني إذن يلعب 
اللاعب الأول السطر الأول %20 والسطر الثاني %80 . 

بنفس الطريقة نحدد قيمة بر ونحصل على 3 - بر أما (ر-0 2 

أخيرا بالنسبة لعائد الربح أو الخسارة لكل لاعب لدينا العناصر التالية : 
بالنسبة للاعب الأول» إذا احتار اللاعب الثاني الاستراتيجية الأولى : 
E,(x)=2x +4(1-x)=4—2x‏ 

أما إذا احتار الاستراتيجية الثانية فنحصل على : 

E,(x)=6x +30 - ( - 3+3 

هناك نوع من الاستقرار والثوازن مهما كانت استراتيجية اللاعب الثاني إذا 
تعادلت كل من „EE,‏ 1-06 = = 3+ 3= 4-2 


LI‏ قيمة المباراة فتساوي گا ر 
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نقوم بنفس العملية بالنسبة للاعب الثاني. إذا لعب اللاعب الأول الاستراتيجية 
الأول E,()=2y+6(1-y)=6-4y : aż‏ | 
M ui‏ لعب الاعب الأول الاستراتيجية الثانية” 
E,(y)=4y+3(-y)=v+5‏ 

هناك نوع من الاستقرار والتوازن عندما نعادل E()= E,()‏ 

إذن قيمة حسارة اللاعب الثاني 


6-4y=y+3=y=606=$==V 


الطريقة الحسابية المبسطة 
الخطوة الأولى : نحسب الفارق بين القيمة اللاعب الثاني 
Koja oki‏ ررد aaa‏ || 
الخطوة الثانية : نبدل المواضع بالأرقام 6-3=3 > 
ونقسم النتيجة على المجموع 5 فنحصل على 
الأعداد التالية : 





ow‏ الأو لدم 


Ą= 


1-x=80% x =20% 
1-y=40% y=60% 


16-68-63 es 
1606-63 e سددسس‎ 


النتيجة : نلاحظ أن مكاسب اللاعب الأول = حسارة اللاعب الثاني = = 
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تمرين رقم 2 : لدينا مصفوفة العائد للاعبين ać‏ في هذا JEM‏ بأنه لا يوجد 
نقطة سرج لأن 6 5 فاللاعب الأول يقتنع بربح قدره 5دج» لذلك يفضل 


الاستراتيجية الأولى. 























LI‏ اللاعب الثاني فيقبل بخسارة قدرها 6دج» لذلك يفضل الاستراتيجية الأولى 
أو العمود الأول. لكنه يلاحظ بأن اللاعب الأول يقبل بربح قدره 5دج لذلك 
بلب من حين ZY‏ الاستراتيجية (2) كذلك الحال بالنسبة للاعب الأول 
يلعب الاستراتيجية الثانية من حين لآخر. | 


النتيجة : سوف يغير اللاعبان من استراتيجية اللعب حى يجدا نقطة التوازن ما 





بين )5 و6دج) يقوم اللاعب الثاني باختيار استراتيجية مر AŚ‏ 
يعطي للاستراتيجية الأول احتمال P‏ وللثانية احتمال (1-2]) كذلك JUL‏ 
بالنسبة للاعب الأول يعطي الاستراتيجية الأولى احتمال a‏ والثانية (»-1). 
نحسب الأمل الرياضي لكل لاعب فنحصل على : 
E(A)=6Pa +Sa(l- P)+4P(l-a)+8(-a(i- P)‏ 

P(5a -4)-3a +8‏ = 
إذا أعطينا گب aż‏ أن القيمة لا تتضمن الاحتمال LNG P‏ الرياضي : 


.E(4)=8 3 = 5,6 
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إذن الربح الوسطي هو 5,6 دينار» ]03 اللاعب الأول يلعب الاستراتيجية 
الأولى بنسبة 80% = به والاستراتيجية الثانية بنسبة 120% 

بنفس الطريقة نحسب النسب بالنسبة للاعب الثاني فنجد أنه يلعب 
الاستراتيجية الأول بنسبة 6090 - م والاستراتيجية الثانية بنسبة 
906 - (ص- ]). 


تمرين رقم 3 : LA‏ مصفوفة الدفع التالية : 


في هذا المثال نلاحظ أنه لا يوجد نقطة a ai‏ 
سرج لأن 382 | sb‏ 
SE‏ 


نفترض أن اللاعب الأول يلعب السطر الأول × 
من الوقت ويلعب السطر الثاني (×-1) من الوقت. بينما اللاعب GU‏ يلعب 
العمود الأول بر من الوقت والعمود الثاني )1-7( من الوقت. نحسب الأمل 


الرياضي لكل لاعب فنحصل على : 
> (بر- )ل - )2 +( - 1)برة E(A)=1xy +4x(1-y)+‏ 
E(A)=+4xy+2x+y+2=‏ 


00-42 


إذا افترضنا 06 - JE / = x‏ قيمة الربح. 


إذا افترضة c 3 aj go‏ 0 
وإذا افترضنا 50% = بر إذن م تمثل نحسارة اللاعب الثاني. 
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الخطوط البيانية 





نر سم المستقيمين التالييق 1 

l1x+3]1-x)2V > D, -3- 2‏ 
4x+2(1-x)>V > D, - 2+ 2‏ 
هذان المستقيمان يتقاطعان في النقطة 
1 إحداثياقا هي : 


تمرين رقم 4 : أذكر الاستراتيجية المثلى لشركتين ۸ و8 وكذلك قيمة المباراة 


بالنسبة لمصفوفة الدفع التالية : اللاعب B‏ 


تمرين رقم 6 : لدينا مصفوفة الدفع التالية بين لاعبين .4 و8. نلاحظ في هذا 
JUU‏ بأنه لا يوجد نقطة سرج 1+ 6. | 
نفترض أن اللاعب الأول 4 يلعب السطر اللاعب الثاني 

الأول × من الوقت والسطر الثاني AH (-x)‏ چ 

من الوقت» أما اللاعب الثاني فيلعب العمود 1 
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الأول ر من الوقت والعمود الثاني (ر-1) ا الوقت. 

نحسب مكاسب اللاعب الأول. 

5 8 اللاعب الثاني العمود الأول ×6-9 >( - 6)1 + ×3- 
Lal‏ 8 اللاعب الثاني العمود الثاني ×6 +1=(×-1)1+ ×7 
هناك نوع من الاستقرار والتوازن مهما كانت استراتيجية LEW‏ الثاني 
إذا 6-9x=1+6x >x=1/3‏ 
مكسب اللاعب الأول : -6-gu)=2-ndz]‏ 
خحسارة اللاعب الثاني : يلعب اللاعب الأول الصف الأول : 
-3y+7(1-y)=7-10y‏ 

يلعب اللاعب الأول الصف الثاني : 6y+1l-y)=l+5y‏ 
2د نرج برك+ | - بر7-10 


حسارة اللاعب الثاني : 


2000-0 
5 (5 
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ati الباب‎ 
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الفصل الأول 
جدول ليونتييف 

إن Gal‏ من وضع جدول ليونتييف هو إبراز العلاقة والترابط ما بين كافة 
القطاعات الاقتصادية. يقسم النشاط الاقتصادي إلى ثلاث قطاعات: 
الزراعة» الصناعة» الخدمات. كل قطاع le‏ ماسة إلى إنتاج القطاعات 
الأحرى وعلى العكس» كل قطاع يمد القطاعات الأخرى ما تحتاحه من 
القطاع المذكور. فمثلا القطاع الزراعي بحاجة ماسة إلى الآلات الزراعية من 
القطاع الصناعي وعلى „ŚJ‏ فالصناعة بحاجة ماسة إلى المواد الأولية 
كالقطن, بمدها القطاع الزراعي. يسمى جدول ليونتييف بجدول المدحلات 
المخرجات. 
ننطلق من المعادلات التالية: X=AX+D‏ 
بحيث أن EX‏ حجم انتاج كل قطاع. 
4: تمثل مصفوفة المعاملات الفنية - 
:D‏ تخل الطلب النهائي على كل قطاع. 
من هذه المعادلة نحصل zle‏ المعادلة التالية: 
X-AX=D>X|I-A]=D>‏ 

X=[I-4A] D 
مثال‎ 


لدينا الدول التالي: 
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© GA كس‎ CT JO SEE =STEIKTZANIO=BLE" STY FE ep PF (gry 


















































Ne | g9 |5901 |9b |8 | 
re 
SE lû |6t |< | se i 
ka? 
86 isl |ib | esz 8 
ne 
5 o£ |19 [81 11]؟‎ |sir_ | sz 8L 
BA8 ا‎ 9 ۳ Jsz__ | 9b 
Ę| ję 
AF SŁ و«|‎ JA فا‎ |09 |01 91 
r |g 81 z 8 عم‎ |01 59 
| r AM 
sy Fae | ra KAKE | TT | Fisio | Rae 








AEST" 
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نبدأ بحساب مصفوفة المعاملات الفنية A‏ 
0,05 0,12 0,14 
نحسب المصفوفة [4 - /] 7 0,42 0,26 | =4 
0,15 0,03 0,09 
را نحسب مقلوب هذه المصفوفة ونضرب ذلك بشعاع الطلب النهائي 
0,05-— 012- 0,86 


فنحصل على إنتاج كل قطاع | 0,37- 0,58 [[-A]=|-0,26‏ 
5 0,03- 0,09- 


نفترض أن الطلب النهائي لكل قطاع يزيد حسب النسب التالية: 9010 في 
قطاع الزراعة» %15 في قطاع الصناعة» %20 3 قطاع الخدمات. 

السؤال: احسب إنتاج كل قطاع بعد هذه الزيادة؟ 

na‏ لحل 

يصبح الطلب النهائي بعد الزيادة „due‏ 

نحسب الزيادة في الإنتاج من جراء الزيادة في الطلب ‏ 331 - ,2 


النهائي. 9 - D,‏ 
D, =30‏ 
ننطلق من المعادلات التالية: ١‏ 
X, 33 X, =67‏ 
X, |=[1- 4[ 69 |>| X, =182‏ أوبذلك paź‏ على إنتاج كل قطاع 
X; 30 X, - 9‏ 
A‏ الزيادة في الإنتاج لكل قطاع ونقارها مع الزيادة في الطلب gel‏ 
الزراعة %16 %10 
الصناعة %18 %15 
الخدمات %20 %20 
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1- يتكون اقتصاد دولة من ثلاث قطاعات معطاة بالجدول التالي . 


تريد الدولة أن تزيد من الطلب النهائي و يرتفع في القطاع الصناعي من 670 إلى 


0 وحدة و في الخدمات من 290 إلى 350 وحدة. 





السؤال: ما أثر هذه الزيادة على انتاج كل قطاع؟ 









































الزراعة | الصناعة | الخدمات | الإستهلاك | الطلب الإنتاج 
الو سيط النهائ 
الزراعة - 160 |16 176 74 250 
الصناعة 50 |- 80 130 670 | 800 
15-552 ا سا 
الخدمات 30 |80 - 110 290 |400 
1 8 
القيمة المضافة | 170 |560 |304  416|‏ ]1034 | ل 
الإنتاج 250 |800 |400 1450 
تیدا بحساب مصفوفة المعاملات الفنية A‏ 
0,04 0,2 0 
ثم نسب المصفوفة ]1-4[ أخيرا نقلب 02 0 A=|02‏ 
0 0,10 0,12 
هذه المصفوفة. 
8 0,20 0,98 4- 0,2 [ 
100 1 
0,20 0,99 210,222 - 4 - ناج ]| 02- 1 H-a]=|-02‏ 
0,6 0,12 70014 1 20:10 :012ب 


LLL‏ إنتاج JS‏ قطاع نطبق المعادلة التالية: 
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X, D] (X, =283 
X, | -| 1 - 4| |D, |>$X, =952 
X; D,| |X,=480 





T 
































T [= 5-7 ES 
الزراعة | الصناعة | الخدمات الإستهلاك | الطلب | الإنتاج‎ 
الوسيط النهائي‎ 
۳ 1 
2836|  74| 209.6 19.2 | 190.4 : الزراعة‎ 
A TFG r | ١ —| 
952.6 | 800| 1526 96 -| 6 الصناعة‎ 
= | 1 |- 8 | 
479.1 | 350| 129.1 -| 952| 9 الخدمات‎ 
93 جا - =| نا‎ —| 
1224 | 1223.7 | 364.8 | 6664 | 192.5 القيمة المضافة‎ 
0 
1715 | 480 | 952| 283 الإنتاج‎ 
اك‎ L L_ 














نلاحظ أن بجموع القيم المضافة = مجموع الطلب النهائي = 1224 


LA -1‏ الجدول التالي الخاص بالمدحلات و الخرحات 
- أحسب مصفوفة المعاملات الفنية A‏ و كذلك كل من المصفوفة 
[4 - /] و مقلوب المصفوفة [A‏ 
- نفترض أن الطلب النهائي تضاعف 3 ميدان الصناعة من 300 إلى 
0 وحدة. ما أثر ذلك على إنتاج كل قطاع؟. 
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الزراعة الصناعة التجارة الإستهلاك الطلب الإنتاج 7 
الوسيط | النهائي 
الزراعة 100 |200 |100 400 10 |560 | 
الصناعة 200 |300 |100 600 300 | 900 
الفجارة 60 ]100 |40 20 |92 |292 
sz 2‏ - =| 
مستزمات الإتاج | 360 |600 |240 ]1200 |552 |1752 
po 552] 52| 300| 200] sua‏ 
المدحلات 560 |900 | 292 1752 dj‏ 
2- لدينا جدول ليونتييف JU‏ و الخاص ب 5 قطاعات 
السؤال: ملء الفراغات. 
x |or|a|v]|w]m]nu] i‏ 
I |‏ 0 2210 | 0 | 0 8 50 
u‏ | 0 | 0 ]2 | 5 | 24 
F= = =]‏ 
o | o | o | m‏ | 5 | 0 
bo | 35 | r‏ | 0 15 
1 =| =| 
j| 0 |] 30|] 15 | Vv‏ 5 | 0 80 
CI‏ 179 
T‏ لا 
DF‏ 30 | 161 |_| 
x‏ 
me‏ ع الطب النهائي = مجموع القيم المضافة 
DF - 61‏ ,3 -4ار2 


مجموع الموارد = جموع الإستخدامات = 340. 
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J——! 
30,20 بالنسبة للقطاع 1 لدينا الأعداد‎ 
60 21 «39 لدينا الأعداد‎ II بالنسبة للقطاع‎ 
100 «65 35 بالنسبة للقطاع 111 لدينا الأعداد‎ 
50 35 20 الأعداد‎ LIV بالنسبة للقطاع‎ 
30 50 بالنسبة للقطاع ۷ لدينا الأعداد‎ 
24 35 50 30 «40 لدينا الأعداد‎ DI بالنسبة للقطاع‎ 
56 لدينا الأعداد 10 50 15ء‎ VA بالنسبة للقطاع‎ 
340 80 :50 «100 «60 .50 لدينا الأعداد‎ X بالنسبة‎ 
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الفصل GU!‏ 
مفهوم المرونة 
تحديدها: إذا كانت LA‏ الدالة («)/ y=‏ قابلة للاشتقاق» 





نسمي مرونة GN‏ 
Kal‏ ما بين التغير النسي للمتغير التابع بر والتغير cz‏ للمتغير المستقل «x‏ 
وهي معطاة بالدستور: 

الك لك 

dxlx dxiy 

مثال: LA‏ الدالة "× = رر مشتق الدالة "× = بر مرونة الدالة 


x | X 
e=y|-|=nx |۴ 
y 5 


مثال: WJ‏ الدالة y=e"‏ مشدق y'=e" ANI‏ مرونة الدالة 
5( )>( 
e=y|-|=e' |—|=x‏ 
Ad e‏ 


في الميدان الاقتصادي: 








نفرق ما بين المرونة السعرية ومرونة الدحل 

By HA‏ السعرية: نفرق ما بين: 

1: مرونة الطلب. 2: مرونة العرض 

1: مرونة الطلب. نيز ما بين: . 

0: المرونة المباشرة: هي النسبة ما بين التغير النسبي في الكمية المطلوبة والتخير 
gal‏ في سعر السلعة. ZU‏ الإشارة تكون سالبة لأن السعر والكمية 


المطلوبة يسيران باتحاهين معاكسين. نميز هنا ما بين ثلاث حالات: 
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e‏ طلب غير مرن: كما هو JU‏ بالنسبة للمواد GWI‏ الطلب عليها غير 
مرن. قيمة المرونة |1|) © 

ه طلب مرن: كما هو JU‏ بالنسبة للمواد النصف كمالية» في هذه AULI‏ 
قيمة المرونة |1|( 

e‏ طلب متكافئ المرونة: | !| = » عى أن السعر يزيد بنسبة %10 والكمية 
المطلوبة تنخفض %10. 

8: المرونة المتقاطعة/ نفترض أننا أمام سلعتين متنافستين أو متممتين. 

4247 
dp,lp, 

المرونة المتقاطعة تساوي النسبة ما بين التغير النسبي في الكمية المطلوبة من السلعة 

الأولى على التغير النسببي في السعر بالنسبة للسلعة الثانية. 

غميز هذا ما بين حالتين: 

© السلعتان متنافستان: مثال القهوة والشاي. فارتفاع سعر القهوة يؤدي إلى 
انخفاض الطلب عليها وبذلك يزيد الطلب على السلعة المنافسة أي الشاي. 
3 هذه الحالة ać‏ أن إشارة المرونة موجبة لأن الكمية المطلوبة من السلعة 





€(a,k) = 


الأولى ميجر السلعة alli‏ لما يتغيران بنفس الاتحاه. 
رې جا ,و دا p,‏ 

e‏ السلعتان متممتان: مثال الشاي والسكر. نصل إلى نتيجة معاكسة عندئذ 
تكون إشارة المرونة سالبة. ل ري جنا ,و دأ p,‏ 

2: مرونة العرض: هي النسبة ما بين التغير النسببي في الكمية المعروضة والتغير 


5 1/9 
JI‏ 4 السلعة معطاة بالدستوى: e=+‏ 
النسبي في سعر وهي dp Gym o‏ 





170 


http://www.opu-lu.cerist.dz 


أما الإشارة فتكون موجبة لأن الكمية المعروضة وسعر السلعة يتغيران بنفس 
الاتحاه. نميز أيضا ما بين ثلاث حالات: 


۵ عرض غير مرن: كما هو الحال بالنسبة للمواد الغير قابلة للتخزين 


كالسمك |1|) © 

٠‏ عرض مرن: كما هو الحال بالنسبة للسلع القابلة للتخزين قيمة المرونة 
eyll|‏ 

© عرض متكافئ المرونة: e = LI‏ 

:B‏ مرونة الدحل 


تحديدها: هي النسبة ما بين التغير النسبي في الكمية المطلوبة والتغير النسبي في 
الدحل. وهي نعطاة بالدستوى. OZ TI!‏ 

:C‏ ترمز لنفقات الاستهلاك. بالنسبة لإشارة المرونة فهي موجبة لأن الدحل 
والكمية المطلوبة يتغيران بنفس الاتحاه. يفرق الاقتصادي kdl‏ ثلاث حالات: 

. طلب غير مرن: كالطلب على المواد الغذائية e(l‏ 

© طلب مرن: كالطلب على الكماليات e)l‏ 

e‏ طلب متكافئ المرونة: 1 - © كالطلب على الملابس والسكن. 


الايراد الكلي والمرونة 
إن ايراد المنتج تتأتى من نفقات المستهلك. فالايراد الكلي - حاصل ضرب سعر 
السلعة بالكمية المطلوبة و»ام = R‏ . فإذا ما ارتفع au‏ السلعة انخفضت الكمية 
المطلوبة والعكس بالعكس. إن ايراد الكلي تتنازعه قوتان. قوة تحذبه نحو GEM‏ 
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عندما يرتفع سعر السلعة وقوة تحذبه نحو الأسفل Lie‏ تنخفض الكمية 
المطلوبة. 


+ AR = +Ap.q 
-AR==Nq.p 


e‏ نفترض في الحالة JM‏ أن محصلة القوتين موجبة أي أن المقدار: 
qAp)pAq‏ > 0(ودم - مدي Gb „mi‏ لمتراجححة على 
الكمية س۸ الموجبة فنحصل على: ك2 أي أن Ja 244 pay‏ 

مذو gap"‏ 
معامل المرونة ونصل إلى النتيجة التالية: e([i|‏ 
عندما يرتفع سعر السلعة يزيد الايراد الكلي عندما يكون الطلب غير مرن 
والعكس بالعكس. بإمكاننا أن نضع الحدول التالي والذي kę‏ كافة الحالات. 

















تطبيق عملي: لدينا سلعتين A‏ و8 الطلب على السلعة الأولى مرن 2 - © وعلى 
wal‏ رق هين مون 032 نفترض أن أسعار السلعتين والكميات المطلوبة 
معطاة بالجدول التالي: 
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السلع الأسعار | الكميات | الايراد الكلي | 








A‏ م 0ج | 100وحدة | 1000دج 
8 ددج | 200وحدة | i g>1000‏ 








نفترض أن المنتج بإمكانه التأثير على سعر السلعة ورفعها بنسبة %20 هادفا من 
وراء ذلك زيادة ايراداته. 

السؤال الذي يطرح: كيف يتصرف المنتج لتحقيق هدفه؟ 

بالنسبة للسلعة الأولى A‏ من مصلحته تخفيض سعر السلعة لأن الطلب 
مرن.يصبح سعر السلعة الحديد 8دج أما الكمية المطلوبة فتصبح 140و حدة 
والايراد الكلي zaa‏ 1120دج. 

أما بالنسبة للسلعة الثانية فمن مصلحته رفع السعر» ويصبح السعر الحديد 6دج 
والكمية المطلوبة 180وحدة والايراد الكلي 1080دج وهكذا aż‏ أن الايراد 
الكلي ارتفع في الحالتين. 


الايراد الحدي والمرونة 


دالة الايراد Ga‏ هي مشتق دالة الايراد الكلي R,=pxq‏ 














_dqlq _ dq |< dp 2) 
dplp dp p dq elq 


نعوض ذلك في دالة الايراد الحدي. 
1 م1 
RM,=p+q = p| 1+‏ 
eq e‏ 
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لدينا دالة الطلب p=10->g‏ 
المطلوب حساب الإيراد الحدي بطريقتين. 
الحل 





10-—q 
(2-2 2 |_4-0 
q 


dp 


دوزت عه +1 |[ 10-4)- [ 1+1 م = u,‏ 

e 2 q-20 
بإمكاننا أن نصل إلى نفس النتيجة عن طريق الإيراد الكلي.‎ 
RT = pxq - 10-17 





RM, -10- 
dale مراجعة‎ 


LJ +1‏ دالة الطلب على سلعة ما معطاة بالمعادلة التالية : 


0-104 —0,025p 
p = 300.000 السؤال : أحسب مرونة الطلب السعرية عندما‎ 
الحل‎ 
ب 22ے ر‎ 24.5 
dp q dp 
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szo ŻE وو چ‎ JoMŃÓGI tie 


10* —0,025p 
„0a نلاحظ أن الطلب‎ 








sA الطلب‎ Ab لدينا‎ -2 





s” 1+5q 
السؤال : أحسب الإيراد الحدي بطريقتين.‎ 
J>! 
RT=pxq= e” الكمية‎ × al = الإيراد الكلي‎ 
M,= 10 الإيراد الكلي‎ UL الإيراد الحدي = مشتق‎ 





)54+ 1( 
الطريقة الثانية : نطبق الدستور ( 1+3„ - RM,‏ 
€ 


42 (2) 2 2+094 
e — | = = 











dp\ q4 p (4 Pq 104 
mę لاد ای 10 ا ف‎ są 
°“ 1+5q| 2+10qg) (1+54) 


3- لدينا دالة الطلب على السلعة الأول q=40-5p‏ 
WJ‏ حساب دالة الطلب على السلعة الثانية مستعينين بالمعلومات JU‏ : الدالة 
خطية.يتقاطع المستقيمان 3 النقطة Ajp=8]‏ كما أن مرونة الطلب بالنسبة 
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للسعر والخاصة بالسلعة الثانية» تساوي ضعف مرونة الطلب بالنسبة لسعر 
السلعة الأولى. 
السؤال : ما هي معادلة الطلب على السلعة الثانية ؟ 

الحل 


عندما يكون السعر 8 - م نحد أن الكمية المطلوبة من السلعة الأولى 36 -0. 


بإمكاننا حساب مرونة الطلب على السلعة الأولى : |2 
ASCO‏ 





EL P2 : بالنسبة للسلعة الثانية‎ UI 
` dp\4: 
كما أنه في نقطة التقاطع ۸ نحد : اھ‎ 
qq 42 
و 1ے‎ 
dp, 2 dp» 


أن دالة الطلب على السلعة GU‏ هي من الشكل 


=-p+b‏ رو ج ]+ رمه - ريو 
p=8‏ 


من جهة أحرى uć‏ أن الدالة تمر بالنقطة اد 


4 - م ج ( + 8- - 36 
لحساب قيمة الثابت b‏ نعوض p‏ وي بقيمها فنجد في هذه الحالة : 





p+44 


4- لدينا دالة الط 15 Ay O‏ عر الور يرت و 
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بحيث أن ۸ تمثل الدحل P‏ ويم تمثل الأسعار بالنسبة لكل من السلعة الأول 
والثانية المنافسة „U‏ 
السؤال : أحسب المرونات الثلاث ؟ 
الحل 
لحساب المرونات نستخدم اللرغاريتمات. 
لحساب مرونة الدخل نفترض أن الأسعار 2 ويل AG‏ 
نفترض ثابت p" a>‏ 043 4 = 8 


فنحصل على الدالة 7 2 = ي . نحسب المشتق اللوغاريتمي 


0 R 


بنفس الطريقة نحسب المرونة السعرية : 





- المزوفة الباشرة :هود د 2011 ۾ 
dp, l p,‏ 

- المرونة المتقاطعة ||( SEL. ii MARE‏ 
دم لوصك ` 


5- لدينا دالة الطلب +0,01R‏ م - q=20-2p,‏ 
السؤال : أحسب الدوال التالية كذلك المرونات. 


الحل 


q,=/(p,) Lae p,=10 85-500 رو‎ =20-2p, 


1 
وم -- 2 - يو 8-200 10 رم عندما q,=J/(p,)‏ 
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طلب غير مرن 


سا | دن | 


1 GH) 
e,=—|—- |= 
1004 15 


6- أحسب مرونة الدوال التالية : 


5 ax 
J, = xe" وبر‎ =xe* ka = 


+× ` 
الحل 


لحساب المرونة نحسب مشتق الدوال : 





J =e'l+x)>e =2_(+x)=l+x 
xe 


y, =e"(1-x)>e,=1-x 
5 ab b 


(web) A b 





7- لدينا دالة الطلب = م بحيث أن (cel : ay‏ 
4 
السؤال : أحسب الإيراد الحدي بطريقتين. 
J>!‏ 
الطريقة الأولى 5 نحسب الإيراد RT=pxq=a „JI‏ 


الإيراد الحدي هو مشتق دالة الإيراد الكلي RM,=0‏ 
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RM, -[1-1|م-‎ 


8- لدينا الدوال الأربع التالية : المطلوب حساب كل من المشتق والمرونة 




















والتابع الأصلي. 
1 . 
27 بک x" e”‏ الدالة 
x‏ 
x‏ 1 
z s = 5 2" 1,2‏ 
n x -] Le2“‏ | المرونة 
| 
al gel 2‏ “د ZJ‏ 
n+1 Le2‏ 

















9- برهن على أن مرونة UW‏ 8- “م٠‏ هي ثابتة (b,a) Ob Ue‏ هي 











cal 
الحل‎ 
Lq + aLp = Lb AŻ zl الطريقة الأولى : سب‎ 
ا‎ A AR نيوت‎ EL و‎ 
۹ p 4 p dpl p 
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الفصل الغالث 

توازن المسعهلك 
نفترض أن المستهلك رشيد في تصرفاته ويعرف BL‏ يختار من السلع الي GE‏ 
له أقصى إشباع ممكن بأقل تكلفة ممكنة. لذلك فهو يقارن ما بين المنفعة الي 
يجنيها من استهلاك هذه السلع وأسعارها. 
إن دالة المنفعة الكلية تكتب على الشكل u=/(xy) : JE‏ بحيث أن x‏ 
ور تلان الكميات من السلع. أما » فتمثل المنفعة الكلية وهي تزيد كلما 
زادت الكميات الي يحصل عليها المستهلك من إحدى السلعتين أو الاثنتين معا. 


المفاهيم الأساسية 
CEER |‏ ين السواء : هو امحل الهندسي Owy)‏ دربا yt‏ 
لكافة التوليفات من السلعتين zy‏ تمنح 


المستهلك ذات المستوى من الإشباع x‏ 5 رن 
أو المنفعة. 384 








2 








تكتب المعادلة على الشكل Jul‏ : : 7 0 
>x = (0.9)‏ = 
2- خط الميزانية : إن ORK ZA Gua‏ 
حدود دخله أو ميزانيته وال تک B=xp,+yp, : JUM JAJ de A‏ 
بحيث أن 8 JE‏ الميزانية p,‏ و,م تمثل أسعار السلع الافرادية. أما × وبر 
فتمثل الكميات. 
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3- المعدل الحدي للإحلال : يمثل النسبة في التغير بإحدى الكميتين على التغير 
AY 2‏ 

ن الكمية الأحرى. ---1 

Ż‏ ية الأخرى 


الحساب ذلك ننطلق من التفاضل الكلي لدالة المنفعة الكلية u =/(x,y)‏ 
du, = f,dx+ f,dy =0 > f,dx=—f,dy‏ 





المنفعة الحدية للسلعة × ار TA‏ 
لمنفعة الحدية للسلعة لر رر ۸¥ 
مشكلة المستهلك وطريقة حلها 





هناك ثلاث طرق لحل مشكلة المستهلك : 

1- الطريقة البيانية : نرسم منحئ السواء وكذلك خط „AI M‏ عندما يمس 
هذا الأخير منحن السواء في النقطة A‏ فإن إحداثيات هذه النقطة تمثل الكميات 
× ودر الواجب اقتناؤها من السلعتين لتعظيم المنفعة الكلية. 


2- الطريقة الجبرية :3 نقطة التماس بحد أن ميل خط الميزانية يساوي ميل 
منحن السواء أي المعدل الحدي للإحلال. إذن يمكن أن نكتب : 
سعر للسلعة X‏ المنفعة الحدية للسلعة X‏ 7 


4 = 


سعر للسلعة بر المنفعة الحدية للسلعة Y‏ بل ,م 





3- مضاعف لاغرانج : نريد تعظيم دالة المنفعة الكلية تحت قيد الدخل JA‏ 
الصيغة V=f(x,y)+2(B-xp, —yp,)‏ 
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ثم نعدم المشتقات الحزئية الأولى فنحصل على : 


0ك موت تت 
ل 54 ا > 
—= > لت 

= f,-4p,=0 JE p, 


و |« © بع e‏ 


—=B-xp, -yp, =0=>B=xp, + تل‎ 
m P+ = Jp, مرج‎ 


وهكذا نصل إلى نفس النتائج كالسابق. لدينا جملة معادلتين بجهولين تسمح 
بحساب كل من × و ر. 
مستهلك دخله R=g>100‏ يخصصه لشراء سلعتين. الأسعار الافرادية هي : 
<p,=g>5‏ 2د ج = p,‏ . دالة المنفعة الكلية .u=xy‏ 
السؤال : ما هي أفضل توليفة تمنح للمستهلك أقصى إشباع ŚR‏ في حدود 
دحله ؟ 

الحل 
الطريقة الأولى : مضاعف لاغرانج 
Ab‏ الدخل : R=xp,+yp,‏ 
نعوض بقيمها : برذ +22 = 100 
نريد تعظيم دالة المنفعة تحت قيد الدحل. نشكل الصيغة : 
V =xy+A(100-2x-5y)‏ 
ثم نعدم المشتقات الحزئية الأولى 
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NEI YN 
Ox د بر‎ y 2 
av a 8 5 
—=x-54=0| 7 
44 . 
óv 
zj > 100-24 برك +2 = 100 ج 0 - برة-‎ 
: معادلتين مجهولين نحلهما فنحصل على‎ ala نحن أمام‎ 
x=25,y=10,u=250 
„ych : الطريقة الثانية‎ 


لدينا دالة المنفعة الكلية ولدينا أيضا دالة الدحل نعادل ما بينهما : 
u‏ 
u=xy>y=—‏ 
x‏ 
u‏ 2 
100=2x+$y=>y=20--x=——‏ 
x‏ 5 
نحصل على معادلة من الدرجة الثانية من الشكل التالي : 
2x?-100x+5u=0‏ 


في نقطة التماس لدينا حذر مشترك A=2500-104=0‏ 


ومنها نحصل على دالة المنفعة الكلية لك u=250= y=‏ 


ليل الحدي للاحلال = مشتق دالة المنفعة الكلية. 


Poe a: یو ووم ھوک‎ 26 
z 5 


نقارن ذلك مع ميل خط الميزانية فنحصل على y=10,x=25:‏ هذه هي 
الكميات الواجب اقتناؤها لتعظيم منفعة المستهلك في حدود دخله. 
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الطريقة الثالثة : الطريقة البيانية 

y= PAN SZ‏ وكذلك حط gi‏ أو الدحل 
2 

=-—x+20 
15 = 


نلاحظ أن المستقيم يمس المنحى في Ło‏ 
النقطة A‏ إحدائياقها هي: 

JE وهي‎ (1=25,y=10) 
الكميات الواجب اقتناؤها من‎ 








AGT 
25 2 
مراجعة عامة‎ 


1- لذينا دالة المنفعة الكلية u=(x+2(y+1)‏ 

51=2x+$5y أيضا دالة الدخل‎ LJ 

السؤال : ما هي by ż‏ تعظيم دالة المنفعة الكلية ؟ 
الحل 

نستخدم طريقة مضاعف APE‏ : 

V =(x+2(y+1)+ 2(51-2x-5y) 

نعدم المشتقات الحزئية الأولى فنحصل على : 
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dv 
5 y+1l- 24=0 Śf aji 
042-540] 54 =2 

oy 
2 1 2x-5y=0>51=2x+5y 
: نشكل النسبة ما بين المعادلتين الأوليتين فنحصل على‎ 
: وبالأخير نحصل على جملة معادلتين مجهولين هما‎ 5 
x+ 


2x-5y=l =1 
064 >| 3 =>u=90 
2x+$5y=51 y=S 


2- مستهلك دعله 64د ج- ۸ يخصصه لشراء ثلاث سلع أسعارها الافرادية 
هي على التوالي : 1دج- يرط» 4دج- رمء 2دج- ,2 

لدينا دالة المنفعة الكلية u=x?yz‏ 

السؤال : أحسب الكميات الي تعظم دالة المنفعة الكلية ؟ 

sa‏ لحل 

دالة الدحل R=64=2x+4y+z‏ 

نحل المسألة بطريقة مضاعف لاغرانج. 

[/ =x*yz+2(64-2x-4y-z) الصيغة‎ JA 

نعدم المشتقات الحزئية الأولى : 
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=2xyz-24=0 


= × y-۸ =0 


+ بز4 +22 - 64 ج 0 - ع - بر4 -22 -64 - 


لكي نتخلص من المعامل 4 نشكل النسب التالية : 


وقد ووک ا Zaj‏ 
x 2‏ 


و ٠|‏ و | وو زه 2|9 
حد 


ومن جهة أخرى لدينا 2 + بر4 +22 - 64 

وهكذا نحصل على القيم التالية : y=4‏ ؛ x=z=16‏ 
ومنها نستخرج قيمة المنفعة الكلية u=2"‏ 

الطريقة الثانية : طريقة التعويض 

ننطلق من دالة الدحل R=64=2x+4y+z‏ 

نحسب قيمة 2 بدلالة yy x‏ فنجد : z=64—2x-4y‏ 
نعوضها في دالة المنفعة الكلية u = xży(64-2x-4y)‏ 
لتعظيم هذه الدالة نعدم المشتقات الجزئية الأولى. 

Qu 


=128xy - 6x2y - ع ر×8‎ 0 
ax y w y 


6 > 
DH - 642-2 -8x3y=0 
dy 


لدينا معادلتين مجهولين بحلهما ać‏ : 
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3- لدينا دالة المنفعة الكلية 10+ u=xx,‏ 
وأسعار السلع الافرادية p, - 204 -p, =4DA‏ 
دحل المستهلك R=S0DA‏ 
- أوجد الميزانية المثلى للمستهلك ؟ 
- أحسب دالة الطلب على السلعتين ؟ 

الحل 
دالة دحل المستهلك ,×4 + 2x,‏ = 50 
نريد تعظيم دالة المنفعة الكلية تحت قيد الدحل. 
نشكل صيغة لاغرانج التالية : 
x? x, +10+4(50-2x, —4x,)‏ = رز 
نعدم المشتقات الحزئية الأولى فنحصل على : 


A E 





0x 24 = 
“د = 42 عا‎ 
34 =x -44=0 3 
Ox» 
2 =50-2x, —4x, =0 ج‎ 50 = 2×, +4x, 
62 1 1 
x =4x, إذن‎ ze نشكل النسبة بينهما فتحصل على‎ 
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2 +4x, =50 


-4x,=0 
: نعوض × بقيمتها فنحصل على العناصر التالية‎ 
50 50 
کے‎ X, =— u=1157,4 
"a JU 


دوال الطلب على Jal‏ ننطلق من المعادلات 


X, WALI المنفعة‎ 








المنفعة الحدية X,‏ 


نعوض ذلك 3 دالة الدحل 





R=x,p, + ب‎ 


نعوض X,‏ بقيمتها في دالة „Jeli‏ 


R 2R 
R=x,p, +P, CY =P PPE, 


x2 


هذه هي دوال الطلب على السلعتين. 


4- لدينا دالة المنفعة الكلية zal u = xy‏ السلع الافرادية =40DA‏ و 
I =80DA‏ = 

R = والدحل 0 ج‎ p, = 2 

أحسب yy x LŚ‏ تعظم دالة المنفعة الكلية ؟ 
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نفترض أن سعر السلعة الأولى انخفض حى وصل إلى 10د ج- ,2 
ما أثر ذلك على دخل المستهلك ؟ 

الحل 
دالة الدحل : ر80 + ×40 = 2400 
نريد تعظيم دالة المنفعة الكلية تحت قيد الدخل. 
إذن نشكل صيغة لاغرانج V = xy + 2(2400—40x -80y)‏ 
ثم نعدم المشتقات الحزئية هذه الدالة الجديدة. 


0 00 
^ =x-802=0| * 4 
—=2>x=2»y 


© = 2400—40x - 80y = 0 ج‎ 2400 = 40x + 80y = 160 
x=30 y=15  u=450 uć من المعادلة الأخيرة‎ 
M,(x=30 , y=15) بقيمتها ر2 = × فنجد‎ x نعوض‎ 

و منها نحد كل من قيمة المجاهيل yyy‏ و قيمة المنفعة الكلية u‏ 
M,(u=450 , y=15 , x=30)‏ 
عندما يتغير سعر السلعة هناك أثران: 


أولا: أثر التعويض. نفترض أن المنفعة الكلية لا تتغير fk GB‏ 
X £‏ 
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نعدم مشتق الدالة Pa‏ و نقارن ذلك مع ميل خط الميزانية الذي 
x‏ 
يساوي النسبة ما بين السعرين: a‏ 
1 7 80 2 


النتيجة: عندما ينخفض سعر السلعة الأولى ترتفع الكمية المطلوبة من السلعة 
الثانية المنافسة U‏ مبدئيا. 

M,(u=450 . y=75 . x =60) 

اتا أثر الدحل. 

نفترض أن الدحل يبقى على حاله: ر8 - 240 = × > 10x +80y‏ = 2400 
نشتق هذه الدالة و نعدمها u=xy=y(240-8y)‏ 

يمكن التوصل إلى نفس النتيجة عن طريق مضاعف لارغانج 

u'=240-16y=0>(x=120 y=15) 

u=1800 . y=l$ . x=120 و نحسب الكميات‎ 


14 a» oV 
نصل إلى نفس النتيجة‎ — =0)—=—= 
رج نصل إلى نفس‎ ûy Ów 


UL LU -5‏ المنفعة الكلية: 

(1+ )بر u=‏ و أسعار السلع الافرادية 40 - ,8 P,=10.‏ 
د wal‏ دالة الطلب على كل من السلعتين. 

- أحسب الكميات ×و ر من السلعتين عندما تكون المنفعة الكلية: 
u, =6‏ و 64= ıl‏ 


- أحسب قيمة „JEN‏ 
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الملل 


ST E y= 


يرت 
all‏ الدحا Lo‏ 
x‏ 





7 
دالة المنفعة = ر > (1+ )ر = 














K-xP R- xP, 
- =" )جع دج‎ aa نعادل ما بينهما‎ 
7 x +1 6 

تعظيم هذه الدالة نعدم المشتق فنحصل على 
R-xP,‏ 2% 

1 د‎ ×? -y 

r FP; 

P, R- 
U'=-2x—-— M, =0 

4 


u'=—2xP, -P,+R=0>R=P,(2x+1) 
R R 1 ży. 0 
دالة الطلب على السلعة الأولى: وکوا‎ 
تر‎ gaj دالة الطلب على السلعة‎ 
2P, 
يمكن التوصل إلى نفس النتيجة بواسطة مضاعف لاغرانج» نشكل الصيغة‎ 
V =y(x+1)+A(R-xP, -yP,) التالية:‎ 


نعدم المشتقات الحزئية الأول فنحصل على: 





û» 
^ = ر‎ -4 =0 
ay VY PY ے4 ے‎ 
A Dy Dy 
—=(x+1)-4p,=0| yp,=(x+l)pj => 
dy 
ZĘ FA 0>R + 

52 = =X 
3 p. JB, 0ح‎ p, + yp, 
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نحن أمام جملة معادلتين جهولين lęki‏ نحصل على گر = ۾ 
2 غ217 
نفترض قيمة المنفعة الكلية 16= „u,‏ 3 نقطة التماس و 
2p,‏ 
ميل خط الميزانية = المعدل الحدي BW‏ 
=_H mód‏ 
x+1‏ 
poo Ho. Pa‏ 
el p,‏ 
eLodseif=lów4=ó4‏ 10_16 
(x+1F 4‏ 40 


R=150‏ ج 2 - گا - برج 7 - رج 8- امع 


u, =64 : الثانية‎ AU في‎ 


u a = ib = 
40 (x+1 4 





x = 15 


< 116+ × د 1(=8+ )1 
4= ر 2 


R= xp, + yp, =10x15+ 40x4 = 310 : وهكذا نحصل على‎ 


6- لدينا AL‏ المنفعة الكلية u=2x+4y+xy+8‏ 

لدينا ميزانية مستهلك 50=5x+10y‏ 

السؤال AL:‏ شروط تعظيم هذه الدالة تحت قيد الميزانية ؟ 
BĘ‏ الحل 


طريقة مضاعف لاغرانج : نشكل الصيغة التالية : 
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V =2x+4y+xy+8+A(50-5x-10y) 
: نعدم المشتقات الحزئية الأولى فنحصل على‎ 
=2+y-54=0 


5A=2+y 
104=4+x 


=4+x-104=0 


بو به و | * 


| 


_ =50-5x-10y=0=> 


NEJ 





ره "| 


2+ 1 8 7 

نشكل النسبة بينهما فنحصل ares : de‏ 
50=5x+10y‏ 
بز2 دعر 


نحن أمام dla‏ معادلتين wąż‏ بحلهما AŚ‏ : 
نعوض ذلك بدالة الدحل فنحصل على : 50=5x+10y=20y‏ 


PE CSS cu=40,5 
2 
طريقة التعويض‎ 
لدينا معادلة الميزانية 10+ 5= 50 © 5-1 بر‎ 
»- 2345-53 |xf5-5x)+8 نعوض ذلك بدالة المنفعة‎ 
„= 28+5 ge 
2: 


لتعظيم هذه الدالة نعدم المشتق فنحصل على GIS‏ العناصر. 


u'=5-x=0% ددر‎ cX=$ tt u =40,5 


194 


http://www.opu-lu.cerist.dz 


الفصل الرابع 

توازت zal‏ 
مقدمة 
كما أن الستهلك بتعرض AK‏ اختيار السلع الي تمبحه أقصى إشباع مكن 
في حدود دخله» كذلك يتعرض المنتج لمشكلة gl‏ عوامل الإنتاج من عمل 
ورأس مال الذي بمنحه أقصى إنتاج WŚ Jl‏ ممكنة. 


مفاهيم أساسية 

1- منحئ الناتج المتساوي : هو الحل المند وس وي 
العمل ورأس المال وال تمنح l‏ نفس حجم الإنتاج [(K,L)‏ = 
زو المعدل الحدي للاحلال ما بين عاملي الإنتاج (العمل ورأس 5 ; 
يساوي النسبة ما بين التغير في كمية العمل على التغير في كمية رأس الال 
AL‏ 
=" . للحساب. LU‏ نحسب التفاضل GA‏ لدالة الإنتاج 
.dQ, = f dK + f,dL=0 = Qo = f(K,L)‏ 

الإنتاجية الحدية لرأس الال AL  fy‏ 

الإنتاجية الحدية للعمل AK fy‏ 
3- حط „Asi 1 ÓW‏ ان gó‏ خخصيص la‏ معيفا عن kad AB‏ 
الميزانية لشراء عوامل الإنتاج من عمل ورأس مال وذلك للإنتاج. 
إن دالة النفقة الكلية تكتب على الشكل CT=Kp, +Lp, : JEM‏ 





هذا المستة PL‏ 
ميل يم يساوي : — النسبة ما 
لمستقيم = بين أسعار عوامل الإنتاج. 
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4- السلوك الأمثل للمنتج : يبغي المنتج الحصول على أقصى إنتاج ممكن BL‏ 


تكلفة ممكنة. يمكن التوصل إلى هذه النتيجة بالطرق التالية : K‏ 







* الطريقة البيانية : نرسم منحن الناتج 

لساري ر خط التكاليف. عندما 5 
يمس هذا الأحير منحئ الناتج المتساوي 58 
ELOI‏ شع i,‏ 
تمثل الكميات اللازمة من عنصري العمل GAM‏ 
ورأس المال التي تعظم إنتاج Ło!‏ 





c 





Lt 5 

بأقل تكلفة. L,‏ 

* الطريقة LI‏ :في نقطة التماس. ميل خط التكاليف = المعدل الحدي 
للإحلال. 

سعر وحدة رأس الال الإنتاجية الحدية لراس الال بل _ م7 

سعر وحدة العمل الإنتاجيةالحديةللعمل | ,با PL‏ 


* طريقة مضاعف لاغرانج : 
نريد تعظيم دالة الإنتاج تحت قيد النفقة الكلية. نشكل الصيغة 
V = /)1, (+ A(B-Kp, - Lp, (‏ ونعدم المشتقات الحزئية الأولى فنحصل 


: „e 
ov 
رمت‎ SS 1 
aK 7 7* Px =0 fw = Apx 
==> 
4 fn =p, 


a - 1,4 - رطلة‎ =0 
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نشكل A‏ بينهما فنحصل على: e‏ وهي نفس النتيجة الي 
L L‏ 

„GL وجدناها‎ 

في بعض الأحيان نريد تخفيض تكاليف الانتاج عند حجم انتاج معين. 

[/ = Kp, + Lp, + A[Q, - /(K,L)] نشكل صيغة لاغرانج‎ 

نعدم المشتقات اللحزئية الأولى فنحصل على: 


= Pi د‎ 

= spod st رم‎ =, 
2-020 = KD) a logy النسبة‎ Ki 
AREA 
USE 


دالة الإنتاج 
يدها: هي علاقة رياضية تربط ما بين عوامل الانتاج والكمية المنتجة. تكتب 
على الشكل التالي: (1,1)/ - 0 
JE:‏ حجم الانتاج. × تمثل رأ : العمل. أن zl‏ لان 
Q‏ نمثل حجم 3 JSK [a‏ راس IL „JU!‏ العمل. أن اشهر دوال الانتاج 
هي دالة كوب دوغلاس وتكتب على Q=AK*L"" z Jul JĄ‏ بحيث أن 
۸ وه تمثل ثوابت. × عنصر واش „JU‏ 1 العمل. 
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بعض المفاهيم الأساسية 

٠ الكمية © من السلعة المنتجة‎ UL نعرف الإنتاجية الكلية لعنصر العمل‎ ٠. 
الناجمة عن استخدام كميات مختلفة من عنصر العمل 1 وكمية ثابتة من‎ 
„K JU عنضر راس‎ 
0 = (1,م16)/‎ pal الانتاجية الكلية‎ - 
Q=/(K,L,) الانتاجية الكلية لرأس المال‎ - 

Ga e‏ الانتاجية المتوسطة للعمل عند المستوى الثابت من رأس المال Ko‏ على 
أنما انتاجية الوحدة من العمل وتساوي: الانتاجية الكلية للعمل مقسومة 
على الكمية المستخدمة من عنصر العمل. وتكتب على الشكل التالي: 


2 AK 5 45) 


L L L 





AKT ŁY” ż |‏ 
وكذلك الحال بالنسبة لرأس المال: (4£- 2 -2 


* نعرف الانتاجية الحدية لعنصر العمل UL‏ معدل التغيير للأنتاجية الكليةة للعمل 

عندما يتغير عنصر العمل بوحدة واحدة. نعبر عن ذلك رياضيا بالمشتق SH‏ 
aga _ Q 5 1 =‏ = 60 

aL  (1-04K 1 - 0-2 [ لدالة الانتاج:‎ 


a-1 pl-a lz 4‏ 8 
وكذلك الخال بالنسبة لرأس الال (2- - 2 





خصائص دالة كوب دوغلاس 
1 - هذه الدالة متجانسة من الدرحة الأولى» يقال عن دالة (#)ر = بر Ul‏ 
متجانسة من الدرجة ع1 فيما إذا تحقق لدينا من أجل كل قيمة t‏ صحة العلاقة 
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الرياضية: f(2,5)‏ 1= (,/.,4)/ر بمعين آخر إذا ضاعفنا عوامل الانتاج sat‏ 
يزيد حجم الانتاج “ا مرة بحيث أن ع تمثل درجة „AlE‏ الدالة. نطبق ذلك على 
دالة كوب دوغلاس فنحصل على 7 

0ع تاركر “از تيرم = 107( A(/k)*‏ 

في هذه JULI‏ نحد أن k=1‏ إذن الدالة متجانسة من الدرجة الأولى. 

2- يما أن الدالة متجانسة Ke‏ أن نطبق عليها قانون أولير: 

xf, ty, = K(x.) 

نطبق ذلك على الدالة Za‏ دوغلاس فنجد: 





00 00 0 
بار ع1‎ sda 3 + L(l-a)(>)=O 
OK aL CK a) ( X R |< 
الأولى.‎ A> „UI ن‎ a :متجانسة‎ AI ŚLE A w La 


تطبيق عملي: LA‏ الدالة: 2بر3 + بور4 -2ر = 2 
- هل هذه الدالة متجانسة؟ ما هي درجة تحانسها؟. 
- طبق قانون أواير 
الحل 
نضرب المجاهيل :دو برب ۲ فنحصل على: 
Z=(x02-4x0(yt) + 3(1)? =‏ 


2 = x22 - 2إرور4‎ + 31° (x -4xy+3Y) 
إذن الدالة متجانسة من الدرجة الثانية.‎ 


لكي نطبق قانون أولير نحسب المشتقات الحزئية من الدرجة الأولى: 
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xf, + Jf, = x(2x-4y)+ v(-4x +6y)= 
2(x-4xy+3y7)=2Z=kZ 


و منها نستنتج أن الدالة متجانسة من الدرجة الثانية K=2‏ 


بعض المفاهيم الأساسية 

5 نسمى مرونة الدالة بالنسبة لرأس JU‏ التغيير „l‏ في الكمية المنتجة على 

التغير النسبى لرأس المال. 

_ 90/90 _ 80 ,. _ 
°“ رع‎ ako ® 

00/0 00,L 
=—<—=—()=(|- العمأ‎ a LIL نة الدالة‎ 

0 مرونة الدالة بالنسبة لعنصر | ALIL aL (9 ( a)‏ ¢ 
يمكن تعريف المرونة LL‏ النسبة ما بين الإنتاجية الحدية للعنصر على الإنتاحية 
المتوسطة لنفس العنصر. 


الإنتاجية الحدية للعمل: A =(1-a)AK"L""‏ 
الإنتاحية المتوسطة للعمل: “4۸71 = 3 


° 1-4 _ 99/9„ 
@LIL AK°L*‏ 
و كذلك JULI‏ بالنسبة لعنصر رأس المال. 


=l-a تساوي:‎ Gy U إذن قيمة‎ 





الإنتاجية المتوسطة للعمل: 2[ AKT!‏ == 
الإنتاجية الحدية للعمل: 1“ 4ه - SĘ‏ 


00/0K 
ج‎ ow = a إذن قيمة المرونة تساوي:‎ 
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ami 0‏ اليل الحدي للإحلال المقدار (Dyk)‏ کے 
i‏ % 

نحسب التفاضل الكلي AW‏ الإنتاج: 

dO =aAK"'L"'dK +(l-a)AK*L"dL=0 


aAK""'IF"'dK =-(l-a)AK*L"dL > 
dK  l-a),K,__ dulu 








T= = = نة الإحلال المقدا‎ O 
7 س‎ zań FIG? نسمي مرونة الإ‎ 
pay, pas 
"a JE 
التتيجة: إن مرونة الإحلال بالنسبة لدالة كوب دوغلاس تساوي الواحد‎ 
du/u 
یں‎ zl 


Ju sy”‏ م 
a a‏ 
تطبيق عملي: LA‏ دالة الإنتاج Q=10KI*-(KLY‏ 
نفترض أن عنصر رأس المال ثابت 1= ۸ 
7 أحسب الإنتاجية الكلية و المتوسطة و الحدية للعمل؟ 
- ماهو حجم الإنتاج الأعظم و حجم العمل الذي يعظم الإنتاج؟ 
- ارسم الخطوط البيانية. أين يتقاطع gam‏ الإنتاجية الحدية و 


المتوسطة؟ 

الحل 
- الإنتاجية الكلية للعمل عندما [= × 0-1012-13 
- الإنتاجية المتوسطة للعمل 101-1 2 
- الإنتاجية الحدية للعمل 20L-312‏ - 46 
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- ير حجم الإنتاج الكلي بحده الأقصى عندما ينعدم مشتق الدالة أي 
عندما تنعدم دالة الإنتاحية الحدية 0= 201-3 = = 

8 0 جك دا د 

- يتقاطع منحیٰ الإنتاحية الحدية مع منحق الإنتاجية المتوسطة عندما 
يمر هذا المنحي الأحير بحده الأقصى أي عندما ينعدم مشتق هذه 
الدالة. 1-5 0 - 10-21 - رك 


3 هذه JULI‏ قيمة الإنتاحية المتوسطة-الإنتاحية الحدية-25. 


ملاحظة: بالنسبة لمنحى الانتاجية الحدية نلاحظ أن هذه الدالة تمر بحدها 
الأقصى عندما 3= © . كان الإنتاج قبل هذه القيمة يزيد بنسب متزايدة و 
بعد هذه القيمة صار الإنتاج يزيد بنسب متناقصة. تنعدم الدالة عندما 


0-7 في هذه JULI‏ يمر الإنتاج الكلي بحده الأقصى: 148= 0. أما 


منحن الإنتاحية المتوسطة و الحدية فيتقاطعان عندما 0=5. قيمة حجم 
الإنتاجية المتوسطة و الحدية-25. 
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العمل حجم الإنتاج | الإنتاجية daw al‏ |الإنتاجية | 
1 9 9 17 
2 32 16 28 
3 63 21 51 
4 96 24 32 
5 125 25 25 
6 144 24 12 
7 147 21 .1 
8 128 16 
s 9 81 9‏ 
10 0 0 / 
الخطوط البيانية 
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1- لدينا دالة الإنتاج Q=4KL‏ 
و أسعار عوامل الإنتاج 5= ٨‏ » 10= ,2 
السؤال: ما هو أقصى إنتاج ممكن يقابل نفقة كلية -100. أحسب النفقة 
المتوسطة و الحدية؟ 
الحل 
دالة النفقة الكلية 101+ 5£ = 100= CT‏ 
نريد تعظيم دالة الإنتاج تحت قيد النفقة الكلية. نشكل صيغة لاغرانج 
V =4KL+A(100-5K -10L)‏ 
شرط تعظيم الدالة أن نعدم المشتقات الحزئية الأولى. 


ar 
a 40 4L=SA 

> > 
ar 4K =102 


“= 4K-104=0 
aL 


 =100-5K -10L =0 = 100 = SK +101 


2 &ڪK=21‏ 
نشكل النسبة بينهما فنحصل على: L‏ 
K=10 1-5‏ 0-200 
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الخطوط البيانية 
: 1 50 
póz‏ متحي الناتج dd‏ ب ۸ 
وكذلك خط التكاليف 20-21 -غ)/ 
يكس خط التكاليف منحئن الناتج المتساوي Ao‏ 
في النقطة 1 احداثياقا هي: (L=5,K=10)‏ 
حجم الإنتاج المقابل o .Q=200‏ 
حساب النفقة المتوسطة والحدية بدلالة © لدينا المعادلات الثلاث التالية: . 








CT - 516 +101. Q=4KL, K=2L 
دالة النفقة الكلية دالة النفقة المتوسطة دالة النفقة الحدية‎ 


CM, = R. CM, =20 ا‎ CT = 20 
80 50 8 


كك LJ‏ دالة zwy‏ التالية: ر×4 = ن 
- احسب الإنتاحية المتوسطة و الحدية لكل عامل انتاج. 
LA -‏ أسعار عوامل الإنتاج 2= ,۶ » 3= ,2 ما هو الحد الأدن لتكاليف 


الإنتاج الموافق لحجم الإنتاج 0-100. احسب الكميات x‏ و ر AM‏ 


لذلك. 
أحسب JEJ‏ المتوسطة و الحدية. لدينا 2.08 > 3/9 » 2.29 > 1/12 و 
2033 ل 

9.16 
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- نفترض أن كمية عامل الإنتاج „Y=]2‏ اشتق المعادلات الخاصة 
بالكلفة المتوسطة و الحدية. 


الحل 
TE.‏ 

الإنتاجية الحدية للعامل x‏ : ترگ 22 
2 2 

الإنتاجية الحدية للعامل بر : az‏ 


1 
الإنتاجية المتوسطة بر : رة بر4 = 
الإنتاجية المتوسطة بر : =dyiy?‏ 
حط التكاليف: CT=2x+3y‏ 


2.1 


V = 4× 3ر‎ + A(2x+3y) 
نعدم المشتقات الحزئية الأولى لتعظيم الدالة.‎ 


or 1 
a رو2 = د‎ 

EA EET 4 agi? 

—=3-—x3y3 = 3=—4()3 

% Ax3y 0 3 9 

ar E 2 44 

gą 100-472 =0=>100=4y3x3 —25=x3y3 = xży=25* 


04 
من جهة x=3y LN Gz‏ ومنها جحد النفقة الكلية. CT‏ 


x=36 
T 
p=l2 CM, = = تسب النفقة المتوسطة 1,08 = گا‎ 


CT =108 
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نثبت y=12‏ تصبح دالة الإنتاج كالتالي: 





1 
: 1 
= 4x7 12 3 - 916213 ج‎ × = 0 y= 0 z 
o (2 9,16 9,16 zd 
Ls قوم‎ _ | pasa 
x=(2)0 =—0 
60 0 277 
C1 - 36+ 20" دالة النفقة الكلية:‎ 
a. 8 
EM ع‎ 2 gie دالة النفقة ا‎ 
0 27 © 


دالة النفقة الحدية : 0 CM, =(CT)=‏ 


تصل دالة النفقة المتوسطة عند حدها الأدن عندما نعدم مشتق الدالة 








م 36 ددن ل ج )CM,(=0‏ 
02 27 
Ś|_A0=106‏ 
27/0 0° 


3- لدينا دالة الإنتاج : رة 
L 5‏ 5 


و أسعار عوامل الإنتاج 216 
لدينا سعر المنتج P=432‏ 
السؤال: أحسب قيمة الربح في النقطة 4(x=8, y=27, 2z=64)‏ 
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الل 
الربح-الإيراد الكلي-النفقة الكلية. = 7)- ۸7 = 7 
m = 432( yz - (216+ 64) +27z)‏ 

شرط تعظيم الربح أن نعدم المشتقات الحزئية الأولى. 
تدا 6 x‏ 


33: عو‎ 
82 _ 432 22-64-60 
y 6 [ly 
a وو و‎ 
0z 6 Y2 


نحن أما da‏ ثلاث معادلات لثلاث „ble‏ 











2 


2-8 3 = عل 
(Gy: Ay =27 >0 =2‏ = 
xy = (۶ =»‏ 
8 
نحسب الإيراد RT =432x12=5184 „ŚJ‏ 
نحسب النفقة الكلية 5184 = CT =216x8 + 64x27 + 27x64‏ 


الربح الإجمالي T=RT-CT=0‏ 


4- لدينا دالة الإنتاج 812 -24161-10162 = X‏ 
أحسب المرونة الحزئية بالنسبة لكل عامل انتاج؟. 
أحسب بحمو ع المرونات الحزئية؟ 


38 
L 
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اق 








6XIOK _, __ 4۴6L -5K) 
XIK *  24KL-10K?-8L* 
OXIL ب‎ 4L(6K - 4L) 








XIL *  24KL-8L2-10K* 
48KL - 20K?-16L2 
= =Q= 


كه لے PO,‏ ىام 
KEEL 7 24KL-10K7-8L2‏ 


نتاجية الحدية ! z LWY‏ 
الإنتاجية الحدية لعامل الإنتاج 





ملاحظة: معامل المرونة = 

س الإنتاجية المتوسطة لعامل الإنتاج 
4 ل ا ا OX‏ 

الإنتاجية الحدية للعنصر الأول gp - 241-2016 :k‏ 


الإنتاجية الحدية للعنصر الثاني :L‏ 246-161 = 2 








X 8L? 5 3 "ZE 
ALORS LAB المتوسطة للعنصر الأول‎ A> YI 
2 
£ الإنتاجية المتوسطة للعنصر الثاني ا رو ور ے‎ 
e, a إذن قيمة المرونة بالنسبة للعنصر الأول‎ 
e, = R قيمة المرونة بالنسبة للعنصر الثاني‎ 


Lal -5‏ دالة الإنتاج ?51+ 2۸2-4۸1 = 9 
و أسغار عوامل الإنتاج 40 - ,8 P,=80‏ 
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- أحسب قيمة النفقة الكلية الموافقة لحجم الإنتاج = Q=2000‏ 
- أحسب حجم الإنتاج الموافق لنفقة كلية = 6000 = CT‏ 
- أحسب النفقة المتوسطة و الحدية بدلالة حجم الإنتاج. 

الحل 
V =(80K +40L)+ 4(2000-2K?+4KL- 51?)‏ 
لتعظيم هذه الدالة نعدم المشتقات الحزئية الأولى فنحصل على : 
AV‏ 


7 = 80-4416 +441 =0 | 
> 

© =40+43K -102L=0 02598) 

av L=20 

— =2000-2K?+4KL-512=0=> K=2L 

0a K =40 


إذن النفقة الكلية الموافقة لحجم الإنتاج 2000 = 0 هي 4000 = ٤7‏ . 
حساب حجم الإنتاج الموافق لنفقة كلية معلومة. نشكل الصيغة : 
A(6000-80K - 401)‏ +512 + ل 4 - :2 - V‏ 

نعدم المشتقات الحزئية الأولى فنحصل على : 


ar 
0 WAW 802 =4K-4L 
4 7 402 =10L-4K| 7 
— = 4K +10L-404=0 = 

aL 

SP - 6000-80K -401 =0 ¬ |1  100-4K 

24 EE = 


من جهة أخرى لدينا K=2L‏ نحصل على : 
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]03 حجم الإنتاج الموافق لنفقة كلية 6000 = CT‏ هو Q=4500‏ 
حساب النفقة الحدية والمتوسطة بدلالة Q‏ 

ننطلق من المعادلات التالية : K=2L‏ 

CT=80K+40L ¢ Q=2K?-4KL+5L> 

نعوض K=2L‏ بدالة النفقة الكلية فنحصل على : CT=200L‏ 


Sad JE على : 512 - 0 إذن‎ |aź الإنتاج‎ db وقي‎ 


دالة النفقة الكلية : 9[ CT= zoo‏ 


CM, = od) 2 + دالة النفقة المنوسطة‎ 
1 
92١2 .. TE 

دالة النفقة الحدية : ]100 - CM,‏ 
JL LN -6‏ إنتاج كوب دوغلاس تتطور في الزمن 1 و(1-). 
لدينا معدل غو Sx ZY!‏ ومعدل نمو رأس Sk JU‏ ومعدل نمو العمل "£L‏ 
برهن على صحة العلاقة الرياضية : 
(+g,‏ “(,ع +) دع +) 

الحل 
في الزمن bt‏ : “لط 4۸۴ = ,× 
في الزمن ۲-1 لدينا : لطر لك = رع 


الس 


a |-a 
RZE z: (z) (2) : ب النسبة متهم‎ 3 
-1 
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4,= =>1+g, =—— 
X,-1 2 
Re -1 ١ K 
اد اوباج ل - رع‎ 
Ki. 0 1-1 
L-L 
حك - رع‎ ki zt, 





1-1 1-1 


(+g,)=(+g,)' (+g, J“ 
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الفصل الخامس 

توازت السوق 
مقدمة 
في اللغة العامة يقصد بالسوق GI A OŚW‏ الذي يلتقي فيه البائعون والشارون 
و تتبادل فيه السلع و الخدمات. إن تقدم و تطور المواصلات جعل للسوق cza‏ 
آخر. فقد أصبح من الممكن أن يتصل البائعون بالمشترين عن طريق البريد و 
الماتف» و لم يعد هناك أهمية للمكان. كما أن التبادل صار يتناول سلعا مختلفة 
كالسندات و الأسهم و العقارات و صار من الممكن اجراء عملية تبادل آجلة 
بقصد المضاربة دون أن يكون في نية المشتري استلام البضاعة بل الحصول على 
الربح فقط. كل هذه العناصر افقدت المكان أهميته مما جعل الإقتصاديين 
يحددون السوق بالنظر إلى السلعة ودون اعتبار „OŚW‏ مثال: سوق البترول أو 
سوق الذهب إلخ... إن السوق تكون كبيرة بقدر ما يكون عدد المشاركين 
كبيرا و حجم التبادل ضخما. 
و هكذا نفرق ما بين السوق الحلية و الوطنية و العالمية. 


لقد أبرز الإقتصادي ستاكلبرغ 9 أنواع من الأسواق معطاة بالجدول التالي: 
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المشت ري البائع واحد عدد قليل عدد كبير 
واحد احتكار ثنائي احتكار الشراء | احتكار الشراء 
المقيد 
ZĘ‏ | 
عدد قليل احتكار مقيد احتكار قلة ثنائي احتكار AB‏ جهة 
الشراء 
ت مسج 
عدد كبير احتكار البيع احتكار قلة جهة | المنافسة SA‏ 
| 
a EB‏ 
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القسم الأول : المنافسة الحرة 
في ظل المنافسة الحرة يتحدد سعر السلعة خارج نطاق المشروع عندما يتلاقى 
منحئ العرض العام والطلب العام.هذا السعر يفرض على المشروع. إن هدف 
M‏ هو تعظيم أرباحه ويتم ذلك عند تعادل السعر مع النفقة الحدية. أما في 
الأحل الطؤيل فيخفض سعر السلعة نظرا لدحول العديد من المشاريع في السوق 
حن يصل إلى الحد الأدن للنفقة المتوسطة. 


تطبيق عملي : يعمل مشروع في ظل المنافسة الحرة. لدينا كل من Ab‏ العرض 
2 
العام رر ت =0 ودالة الطاب ا! وو 556 
م مرح =0 ودالة الطلب العام (11-م)3--2. 
- أحسب سعر وكمية التوازن ؟ 
- يتحمل هذا المشروع نفقة كلية معطاة بالحدول التالي. ما هي شروط تعظيم 
الربح ؟ أحسب قيمته ؟ 
- أرسم الخطوط البيانية» مى ينسحب المشروع من السوق ؟ 
الحل 
1- يتحدد سعر التوازن عند تعادل العرض العام مع الطلب العام. 


2 p=-3(p-M)= p, =9 q,=6 
2 
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." النفقة النفقة النفقة الإيراد 
p |‏ | | 
| الكلية |المتوسطة |الحدية > الكلي اربح 

2 9 9 7 7 1 1 
7 18 9 4 3.3 11 2 
14 27 9 2 4.3 13 3 
20 36 9 3 4 16 4 
25 45 9 4 4 20 5 
27 54 9 7 4,5 27 6 
2 63 9 9 3,1 36 7 
22 72 9 14 6,25 50 8 





























% 


ن الجحدول يمكننا حساب GS‏ العناصر : 

الإيراد الكلي : السعر X‏ الكمية المنتجة 

الإيراد الحدي : تزايد الإيراد الكلي كلما زاد حجم الإنتاج بوحدة واحدة. 
النفقة المتوسطة = النفقة الكلية + حجم الإنتاج 

النفقة الحدية = تزايد النفقة الكلية كلما زاد حجم الإنتاج بوحدة واحدة. 
الربح الإجمالي = الإيراد الكلي - النفقة الكلية 


: البيانية‎ bai -2 

نرسم الخطوط البيانية التالية : 
منحئى النفقة المتوسطة والحدية 
b SUIS,‏ الطلب المتمثل $ 
ali „a‏ 








A 
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في الأحل القصير نلاحظ أن منحئ النفقة الحدية يقطع الطلب 3 النقطة 1 
الموافق لحجم الإنتاج. إذن حجم الإنتاج الأفضل في الأحل القصير هو الكمية 
0-7 والذي يؤدي إلى أقصى ربح ممكن وقيمته 27 - م . 

أما في الأحل الطويل فنظرا لدخول منافسين جدد ينخفض السعر حي يصل إلى 
الحد الأدى GREW‏ المتوسطة. في هذه الحال نلاحظ أن النفقة المنوسطة = النفقة 
الحدية = 4. والذي يقابلها حجم الإنتاج 5 = 0. فالسعر لا يمكن أن ينخفض 
أكثر وإلا فسوف يضطر المشروع إلى الإنسحاب من السوق. 


مراجعة عامة 
1- يعمل مشروع في ظل المنافسة الحرة. لدينا كل من دالة الطلب العام 
2-12-3 والعرض العام م 3 -0. 
5 5 
- أحسب سعر وكمية التوازن ؟ 
- لدينا دالة النفقة الكلية 402+160- CT =3 q‏ 
i‏ 1 كل من انق المتوسطة والحدية ؟ P+ O‏ 
- ما هي شروط تعظيم الربح ؟ أحسب قيمته 
nadań, A=‏ المشروع من السوق ؟ 
الحل 
نحصل على سعر وكمية التوازن عندما 
نعادل العرض العام مع الطلب العام © 
> 











p, =10 ¢ وذح 6ب ون‎ =P 
5 5 
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1 
دالة النفقة المتوسطة CM, = FL‏ 
دالة النفقة CM, = 4-84 +16 GALI‏ 


شرط تعظيم الربح : النفقة الحدية = السعر 
4,43 = يبن ج 10= 16+ ن2-8ن 


w‏ ادم 


نحسب الإيراد الكلي : RT =4,43x10=443‏ 

نحسب النفقة الكلية : CT=6,2‏ 

قيمة الربح الإجمالي : 38,1 = 6,2 - 44,3 - €7- R1‏ = 7 , 

تقاطع منحئ النفقة المتوسطة والحدية : يتقاطع المنحنيان عندما بحر منحئ النفقة 
المتوسطة بحده الأدن أي عندما gw‏ مشتق الدالة 
.(CM,) =q-4=0>q=4‏ 

قيمة النفقة المتوسطة = النفقة الحدية = 8„ 

في هذه JULI‏ إذا انخفض سعر سلعة ما دون هذا المستوى أي 4)م فإن 
المشروع سوف ينسحب من السوق في الأجل الطويل. 


2- يعمل مشروع في ظل المنافسة الحرة. LN‏ كل من UL‏ العرض العام 
م500 = 0 والطلب العام D=Ż(0)‏ 

p 
DJ وكمية‎ m أحسب‎ = 


2 
- يتحمل المشروع نفقة متوسطة 2-30 = CM,‏ 
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أحسب النفقة الكلية والحدية؟ أين يتقاطع المنحنيان» منحن النفقة المتوسطة 
والحدية ؟ 
- ما هي شروط تعظيم الربح ؟ أحسب قيمته ؟ 
- مى ينسحب المشروع من السوق ؟ 

الحل 
نحصل على سعر التوازن jie, wie‏ العرض العام m‏ الطلب 
العام ج 7 =0 


5000 ,4 100- يم > =500/p‏ )5.10 
p‏ 
وهكذا نحصل على سعر التوازن p,=100‏ وكذلك كمية التوازن 
.q, = 5000‏ 
s‏ 3 
- حساب النفقة الكلية 041+ :22-3 = CT‏ 
ATE‏ 342 
- دالة النفقة الحدية CM A‏ 
يتقاطع منحئ النفقة المتوسطة والحدية» عندما بعر منحن النفقة المتوسطة AS‏ 
الأدن. 
نشتق دالة النفقة المتوسطة ونعدمها 0= 4 3-02 = (CM)‏ 
عند هذا الحجم تتساوى النفقة المتوسطة والحدية -60. 
شرط تعظيم الربح : السعر = النفقة الحدية. 
342 
0 = ,4 ¬ 100= 150+ 64- = 
q de‏ 40 


وكذلك نحسب كافة العناصر : 
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CM, = f(70)= 62,5 : النفقة المتوسطة‎ 

الربح الافرادي : =p-CM,=100-62,5=37,5‏ ,7 

الربح الإجمالي : 2625 = 70 ×37,5 = 4 × ,7 = 7¢ 

ينسيحب المشروع من السوق عندما ينخفض السعر حى يصل إلى ما دون A‏ 
الأدن للنفقة المتوسطة. هذا الحد الأدن يساوي 60. إذن عندما 60)م ينسحب 
المشروع من السوق. 


3- يتحمل مشروع نفقة كلية : CT=q'-4q7+9q‏ 
- أحسب النفقة المتوسطة والحدية. أين يتقاطع المنحنيان ؟ 
- تحدد سعر السلعة 12- م . ما هي شروط تعظيم الربح ؟ أحسب قيمته ؟ 
مي ينسحب المشروع من السوق ؟ 
الحل 
دالة النفقة الكلية : 90+ 402- 4 = 01 
دالة النفقة المتوسطة : 9+ 02-4 = CM,‏ 
دالة النفقة الحدية : 9+ و302-8 = CM,‏ 
يتقاطع منحن النفقة المتوسطة والحدية عندما يمر منحق النفقة المتوسطة بحده 
الأدن أي عندما تعدم مشب الدالة 2 = ۾ ج 0 = 29-4 = (CM)‏ 


قيمة النفقة المتوسطة = النفقة الحدية =5 


عن M: baj b‏ = النفقة الحدية 
شرط تعظيم الربح : السعر 2 


34-84 +9 =12 > 4 =3 
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نحسب الإيراد الكلي RT=pxq=12x3=36‏ 

نحسب النفقة الكلية 3)=18/ = CT‏ 

7 =RT-CT =36-18=18 za M دالة‎ 

ينسحب المشروع من السوق عندما ينخفض سعر السلعة إلى ما دون الحد 
الأدئ للنفقة المتوسطة 5)م. 

دالة الإيراد الكلي : RT=pxq=l2q‏ 

دالة الربح : و9- 402+ n=RT-CT=l2q-q'‏ 

شرط تعظيم zu JI‏ : نعدم مشتق الدالة 0= 'م 

r' =12-34 +84 -9=0 > ¶ =3 

في حال 5 - م نحد أن الربح = الصفر. حجم الإنتاج : 2= 4 


2 - وج 0 - و9-:402 + q-q‏ 


4- مشروعان ينتجان نفس السلعة. تحدد سعر السلعة 8= 7 

نفقات إنتاج كل مشروع هي : 

المشروع الأول : ي +602- 7150© 

المشروع الثاني : + 44-342 = CR‏ 

- أحسب ربح كل مشروع ؟ 

- مى ينسحب كل مشروع من السوق ؟ 
J>!‏ 

الربح الإجمالي = الإيراد الكلي — النفقة الكلية 


ربح المشروع الأول : 64-4 +84-154= ,7 
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ربح المشروع الثاني : و - 34+ 84-44 = ,7 

شرط تعظيم الربح : أن نعدم المشتق فنحصل على : 
0 = ,4ج 7=0- 124+ 34-= Ty‏ 

3 = ىو ج 0= 4+ 64+ 34-= Ty‏ 

نحصل على ربح كل مشروع بعد تعريض © بقيمتها : 
Ty =13,2‏ 2 = ,1 

ينسحب كل مشروع من السوق عندما ينخفض سعر السلعة إلى ما دون الحد 
الأدن للنفقة المتوسطة. 

نحسب النفقة المتوسطة لكل مشروع فنحصل على : 
المشروع الأول : CM,A=15-6q+q"‏ 

المشروع الثاني : CM,B=4-3q+q"‏ 

نعدم مشتق هذه الدوال فنحصل على : 

(CM,A) - 2-6-0 ,وج‎ =3 


4 


(CM,B) - 2-3 -0 يوج‎ = 


دن ادم 


CM,A=CM,4=6 
CM,B=CM,B=7/4 
GW ينسحب كل مشروع من السوق إذا انخفض السعر إلى ما دون الخد‎ 
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القسم GEJ‏ : الاحتكار 
تحديده : نقول عن مشروع بأنه يحتكر انتاج سلعة إذا كان هذا المشروع يكون 
الصناعة عفرده. مثال : الشركة الوطنية للتبغ والكبريت. 
بإمكان المشروع أن يؤثر على سعر السلعة م أو على الكمية المنتجة tg‏ لكنه 
لا يستطيع أن يؤثر على WŚ‏ 
معا أي السعر والكمية لأنه يواجه 
طلب المستهلكين. فإذا ما حدد 
ŚL >>. p, nip lp‏ 
الكمية المطلوبة ,9„ أما إذا حدد المنتج 
كمية كبيرة ,ي فما عليه إلا أن يخفض 


السعر حي ,م لتصريف السلعة. Q‏ 





fr, 
فمن مصلحة المنتج رفع سعر السلعة وعلى‎ ») 





إذا كان الطلب غير مرن |[ 
العكس إذا كان الطلب مرنا |[|(» فمن مصلحته تخفيض m‏ السلعة. Gig‏ 
امحتكر إلى تعظيم أرباحه الربح هو الفارق ما بين الإيراد الكلي والنفقة الكلية. 
شرط تعظيم الربح : الإيراد الحدي = النفقة الحدية. 





لدينا دالة النفقة المتوسطة ل +100= C11,‏ 


لدينا دالة Gel‏ 0 -700 - جر 
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السؤال : ما هي شروط تعظيم m l‏ ؟ أحسب قيمته ؟ 
00 لحل 

دالة الإيراد الكلي 7000-02 = RT‏ 

دالة الإيراد الحدي 700-20 = RM,‏ 

دالة النفقة الكلية 7 1009 = CT‏ 

دالة النفقة الحدية 02 +100= C11,‏ 

شرط تعظيم الربح : الإيراد الحدي = النفقة الحدية 
حجم الإنتاج : 200 = ون ج 700-20 = 4 +100 
1r=R,-C, =60000.‏ » سعر السلعة p=500‏ 


مراجعة عامة 
1- ينتج محتكر سلعة. تتكون نفقات الإنتاج من نفقة ثابتة تقدر ب 
0 جج = CF‏ ونفقة متغيرة معطاة بالجدول التالي : 
- أحسب كل من النفقة الكلية والمتوسطة والحدية ؟ 
- أرسم الخطوط gł A‏ يتقاطع منحئ النفقة الحدية والمتوسطة ؟ 
- يواجه هذا Ub Śl‏ معطى بنفس الجحدول. أحسب الإيراد GÓ‏ 
والحدي؟ 


- ما هي شروط تعظيم الربح ؟ احسب قيمته © 
— 35 1 
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النفقة | النفقة | النفقة | الإيراد | الإيراد 
الربح 1 1 i‏ السعر | الكمية 

الكلية | المتوسطة | الحدية | الحدي الكلي 
360- | 1040 104 4 68 680 68 10 
120+ | 1160 58 12 60 1280 64 20 
440+ | 1316 45,3 20 52 1800 60 30 
600+ | 1640 41 28 44 2240 56 40 
600+ | 2000 40 36 36 2600 52 50 
440+ | 2440 | 40,6 44 28 280 48 60 
120+ | 2960 42,3 52 20 300 44 70 
360- | 3560 44,5 60 12 3200 40 80 
1000- | 4240 47,1 68 4+ 3240 36 90 
1800- | 5000 50 76 4- 3200 32 100 





الزيادة 5 الإيراد الكلى عندما يزيد > zwy!‏ >33 


ole >‏ للسألة LKGL‏ حاب كل من I‏ 


الإيراد الكلى = السعر X‏ الكمية RT=pxq‏ 


الإيراد الحدي - 


واحدة. 


النفقة الكلية = النفقة الثابتة + النفقة المتغيرة 


النفقة المتوسطة = النفقة الكلية + حجم الإنتاج 
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النفقة الحدية = الزيادة قي النفقة الكلية كلما زاد حجم z YI‏ بوحدة واحدة. 
الربح الإجمالي > الإيراد الكلي - النفقة الكلية 

zz JI‏ الافرادي = السعر - النفقة المتوسطة 

الربح الإجمالي = الربح الافرادي x‏ الكمية المنتجة 

شرط تعظيم الربح : الإيراد الحدي = النفقة الحدية 

في مثالنا هذا هاتين القيمتين تتساويان عند „a>‏ إنتاج q=50‏ « 
قيمة الربح = 600 = ج » سعر السلعة 52 - م . 

النفقة المتوسطة 40 = CM,‏ » الربح اللافرادي = 12=40-52= ,5. 


الربح الإجمالي = الربح الافرادي x‏ الكمية المنتجة : 50×12 - 600 = 7. 


الخطوط البيانية 
نرسم المنحنيات الأربع التالية : 
دالة الطلب ودالة الإيراد الحدي» JL‏ النفقة المتوسطة والحدية» الربح يتمثل 
بمساحة المستطيل P1 IJKL‏ 


(52—40)x50 = 600 







63 |-- 
3 


kak 


52 
Ho 
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2- ينتج مشروع سلعة في وضع احتكاري : 
دالة النفقة الكلية 642+800+5000 = CT‏ 
- أحسب النفقة المتوسطة والحدية ؟ أين يتقاطع المنحنيان ؟ 
لدينا دالة الطلب 1080-40 - م 
- أحسب الإيراد الكلي والحدي ؟ 
- ما هي شروط تعظيم الربح ؟ أحسب قيمته ؟ 
الحل 


CM, = 74 PEL دالة النفقة المتوسطة‎ 
q 


دالة النفقة الحدية 80+ 124= CM, =(CT)‏ 
يتقاطع هذان المنحنيان عندما تمر دالة النقطة المتوسطة بحدها الأدن. لذلك نعدم 
مشتق هذه الدالة. 


وہ و ج م ٥500ی‏ ۔ (cm)‏ 
0 


نحسب قيمة كل من النفقتين 428 - CM, =CM,‏ 
دالة الإيراد الكلي RT =pxq=1080qg-4q*‏ 

دالة الإيراد الحدي RM, =1080-8q‏ 

شرط تعظيم الربح : النفقة الحدية > الإيراد الحدي 
q -0‏ > 80+ 129 = 1080-84 

هذا المقدار يمثل حجم الإنتاج الأفضل الذي يعظم الربح. 
„a‏ السا ÊN‏ 

RT = pxq =880x50 = 44000 الإيراد الكلي‎ 
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النفقة الكلية 24000 = (6)50 +(80)50 + 5000= CT‏ 
الربح الإجمالي 20000 = 44000-24000 = RT -CT‏ = © 
النفقة الحدية 80+12(50)=680= M,‏ 


الإيراد الحدي 680 =(1080-8)50= M,‏ 


النفقة المتوسطة 480 = = CM,‏ 


0 
1,=p-CM, = 880-480 = 400 الافرادي‎ z 


الربح الإجمالي 20000 = 400×50 = 4× ,7= m,‏ 


3- ينتج مشروع سلعة : دالة النفقة الكلية 484 +*124- 4 = °7 
- أحسب النفقة المتوسطة ة والحدية وكذلك نقطة تقاطع المنحنيين ؟ 
- يعمل المشروع في ظل المنافسة الحرة. تحدد السعر 27= م . 
- ما هي شروط تعظيم الربح ؟ أحسب هذه القيمة» مى ينسحب المشروع من 
السوق ؟ 
- نفترض المشروع في و ضع إحتكاري. لدينا db‏ الطلب p=64-qg‏ 
- ما هي شروط تعظيم الربح» أحسب قيمته ؟ 
- أحسب مرونة الطلب السعرية واستخرج قيمة الإيراد الحدي ؟ 
J>!‏ 
CE‏ 


دالة النفقة المتوسطة CM, =—=q*-12q+48‏ 


0 
دالة النفقة الحدية 48+ 302-24 - CM, =(CT)‏ 
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يتقاطع منحن النفقة الحدية مع منحئ النفقة المتوسطة عندما يمر هذا الأخير 
بحده الأدن أي Lie‏ نعدم المشتق 

(CM,) - 2-12 -0 وج‎ - 6 

وهكذا نحصل على قيمة كل من النفقة المتوسطة والحدية وتساوي 
CM, =CM, =12‏ 

في ظل المنافسة الحرة شرط تعظيم الربح : السعر = النفقة الحدية. 
3q7-24q+48=27>q=l‏ 

q=7 

عندما حجم الإنتاج 1= 4 0-= 7 مرفوض 

عندما حجم الإنتاج 0240-7 1=98 مقبول 

في ظل الاحتكار شرط تعظيم الربح : الإيراد GALI‏ = النفقة الحدية 

دالة Gel‏ 64-0 - جر 

دالة الإيراد الكلي RT =pxq=64q-q3‏ 

RM, =(RT) =64-2q دالة الإيراد الحدي‎ 

شرط تعظيم الربح : الإيراد الحدي = النفقة الحدية 

64-24 =3q* — 244 + 48 

ومنها نستخلص حجم الإنتاج : 8= 4 

p=64-8=56 السلعة‎ am 

الإيراد الكلي 448 = RT = 56x8‏ النفقة الكلية 128= CT‏ 

7 =RT-CT =448-128=320 AUY! zu JI 
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4- يواجه Śce‏ طلبا معادلته p=170-4qg‏ 
بمتلك هذا المحتكر مصنعين. النفقة الكلية : Pi‏ 
للمصنع الأول : CT, =100+10g‏ 
وللمصنع الثاني : 0,702 + 50-49 - CT,‏ 
السؤال : ما هي أفضل كمية ينتجها امحتكر لتعظيم أرباحه ؟ 
00 لحل 
شرط تعظيم الربح : النفقة الحدية = الإيراد الحدي 
الإيراد الكلي للمشروع : 1700-402- 4×م = RT‏ 
الإيراد الحدي للمشروع : RM, =(RT) =170-8q‏ 
النفقة الحدية للمصنع الأول : 10= CM,‏ 
النفقة الحدية للمصنع الثاني : 1,49-4= CM,‏ 

0- ,و ج 10- و170-8- RM, =CM,‏ 
RM, =CM,, =170-8q =1,4q-4>q, =10‏ 
النفقة الكلية للمصنع الأول : 100+20(10)=300= CT,‏ 
النفقة الكلية للمصنع الثاني : 50-40+70=80= CT,‏ 
حجم الإنتاج الكلي : 10+20=30= ,9+ رو 
aw‏ السلعة : p=170-4(30)=50‏ 
الإيراد الكلي للمصنع الأول : =50x20=1000‏ ,ورم = RT,‏ 
الإيراد الكلي للمصنع الثاني : RT, = p,q, =50x10=500‏ 
الإيراد الكلي للمصنعين : 1500= RT = RT, +RT,‏ 
ربح المصنع الأول : 700 =1000-300= z, = RT, — CT,‏ 
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z, = RT, -CT, = 500-80 = 420 : ربح المصنع الثاني‎ 





ربح المصنعين : 1120 420 +700 - ,1+ ,7= 7 
الربح الإجمالي : 1500-380=1120= RT -CT‏ = 7 
وهكذا نصل إلى نفس النتيجة 


5- ينتج مشروع سلعة في وضع احتكاري. دالة النفقة المتوسطة 


z 


CM, = 215 -q+250 


— ا النفقة الحدية ؟ أين يتقاطع M‏ لمنحنيان ؟ 





Ab LU -‏ الطلب 186 کم 
10 
- أحسب كل من الإيراد الكلي والحدي ؟ 
- ما هي شروط تعظيم الربح ؟ أحسب قيمته ؟ 
الحل 


3 
CT =CM, xq = IR 250g دالة النفقة الكلية‎ 


دالة النفقة الحدية 129+250 CM A‏ 
00 “ 


يتقاطع منحئ النفقة الحدية والمتوسطة عندما يمر هذا الأخير بحده الأدن. فى 
هذه JUL‏ نعدم مشتق دالة النفقة المتوسطة. 
١ ١ 4 2‏ 
CM,) = -1=0>q=300‏ 
o) 300 j‏ ( 
ويي هذه JU‏ تتساوى قيمة كل من النفقة المتوسطة والحدية 





CM, = CM, =100 
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دالة الإيراد الكلي RT =1864 R‏ 


دالة الإيراد الحدي 186-7= RM,‏ 
3 


شرط تعظيم الربح : الإيراد الحدي = النفقة الحدية 


186-1=-1—249+250=>q=320 
200 


5 
وهكذا أحصل على كافة العناصر : 


220 


028 2 
; 10 





سعر السلعة 154= 

RT = ن»ام‎ - 154320 = 49280 „JAJ الإيراد‎ 

النفقة الكلية 32110 -(320)/ = CT‏ 

قيمة الربح 17170- 7)- ۸7 = 7 
0 _ 7 


CM, =—= >< 100 النفقة المتوسطة‎ 
"O 320 > 


1,=p-CM,=154-100=54 gal ANI الربح‎ 
7¢ =Z%,xq=54x320=17170 الربح الإجمالي‎ 


يمكن حساب قيمة الربح الإجمالي كاتين الطريقتين. 


OS 
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القسم الغالث : الاحتكار المميز 
تحديده : نقول عن مشروع بأنه يعمل في ظل الاحتكار المميز عندما يستطيع 
المنتج أن بميز في السعرء إذ يبيع نفس السلعة Ż‏ سوقين Ulzay jie‏ ر وة 
el‏ من مصلحة المحتكر أن يرفع 





مختلفة. ففي السوق الي تتميز بضعف المرونة | 
من سعر السلعة. أما Z‏ السوق الي تتميز By‏ عالية OJ]‏ فمن مصلحة 
الحتكر أن يخفض من سعر السلعة كي يزيد من حجم مبيعاته. مثال : السفر في 
الطائرة أو القطار» هناك أماكن من الدرجة الأولى والثانية. 


تطبيق عملي 


حتكر يبيع سلعته في سوقين مختلفين. لدينا دالة الطلب. 
في السوق الأولى : ,م 70-1 - رو 
3 السواق p, : GU‏ >-105= 0 
لدينا دالة النفقة الكلية : 100+ 0,442 = CT‏ 
- ما هي شروط تعظيم الربح 3 كل من السوقين. أحسب قيمة الربح ؟ 
الحل 


p, =140-24, السلعة في السوق الأولى‎ am 
2 -70-2 سعر السلعة في السوق الثانية‎ 
RT, - 1400, —2q; الإيراد الكلي في السوق الأولى‎ 
RM, -140-40, الإيراد الحدي في في السوق الأولى‎ 
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د 2 
الإيراد | ن السوق الثانية ;ي =- ر704 = RT,‏ 
لإيراد الكلي في السو 4 O‏ 
الإيراد الحدي في السوق RM,, =10-29 ZU‏ 
3 1 
دالة الطلب العام = مجموع الطلبين = ,)+ ,) - 4 
3 1 
p, |=175-2p‏ 105-2( +| م 70-3( 


1 
الة الإيراد RT =87,54-— 4q? ١‏ 
دالة الإيراد الكلي 1 
دالة الإيراد الحدي ن- 87,5 - RM,‏ 
شرط تعظيم الربح : الإيراد الحدي = النفقة الحدية 
87,5-q = 0,84 > q = 6‏ 
دالة النفقة الحدية )0,8 - CM,‏ 


3 5 
دالة النفقة المتوسطة اين = CM,‏ 


قيمة النفقة الحدية 38,9 = (0,8)48,6 = CM,‏ 

شرط تعظيم الربح في كل سوق أن نقارن ما بين الإيراد الحدي والنفقة الحدية. 
حجم الإنتاج .في السوق الأولى 25,3 = q,‏ > 38,9 = 140-44 

حجم الإنتاج في السوق الثانية 233= ,4 - 0-389 70-3 

مجموع الطلبين 48,6 - ,0ن + ,4= 4 

سعر السلعة في السوق الأولى 140-2(25,3)=89,4= p,‏ 

سعر السلعة في السوق الثانية 4 - (03,3 70-2 = 42 


3 


CM, =0,4(48,6)+ 10 
48;6 


» 





قيمة النفقة المتوسطة 40 - 


234 


ل 


http://www.opu-lu.cerist.dz 


z =q(p-CM,) دالة الربح‎ 

الربح في السوق الأو ى 40)=1249,8— 25,3(89,4= ,7 
الربح في السوق الثانية 337,8 -(23,3054,4-40 = ,1 
الربح العام 1581,6= ,2+ 7= 7 

نقارن هذا الوضع بالاحتكار العادي. حجم الإنتاج : q=48,6‏ 
سيكو ال 2 =)48,6( 87,5 p=‏ 

RT = 48,6x63,2 = 3071,5 الإيراد الكلي‎ 

النفقة الكلية 1944 = 48,6 ×40 = CT‏ 

z=RT-CT=1127,5 الإجمالي‎ zz M 

نلاحظ أن ربح الحتكر المميز هو أكبر من ربح امحتكر العادي. 
1587,6)1127,5 


مراجعة dale‏ 
1- يتحمل مشرو ع نفقة كلية 0,1202-20+11 - CT‏ 
يبيع امحتكر سلعته في سوقين مختلفين. دالة الطلب : 
في السوق الأولى ,م20-0,2 - ي 
في السوق الثانية رم32-0,3 - q,‏ 
- ما هي شروط تعظيم الربح ؟ أحسب قيمته في كل من السوقين. 
قارن ذلك مع وضع الاحتكار العادي ؟ ` 
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الحل 
السعر في السوق الأولى p, =100-5q,‏ 
السعر في السوق الثانية p, =106,6—3,3q,‏ 
الإيراد الكلي في السوق الأولى 597- ,1009 - RT,‏ 
الإيراد الكلي في السوق RT, =106,6g, —3,3q7 25H‏ 
الإيراد Gali‏ 3 السوق الأولى ,100-109- RM,‏ 
الإيراد الحدي في السوق الثانية )6,6 -106,6- RM,,‏ 
النفقة الحدية للمشروع 0,249-2= CM,‏ 
- شرط تعظيم الربح أن نعادل الإيراد الحدي مع النفقة الحدية في كل سوق. 
في السوق الأولى 9,6 - ,ي ج 0,240-2 = ,100-109 
في السوق الثانية 15,4= q,‏ ج 2- 0,244 = ر6,64- 106,6 
الطلب في السوقين 15,4+9,6=25= ,4+ 4=q,‏ 
سعر السلعة في السوق الأولى 52 =(100-5)9,6= p,‏ 
سعر السلعة في السوق الثانية 55,7 > (6,6)15,4 - 106,6 > p,‏ 
الإيراد الكلي في السوق الأولى 499,2 - ,4م = ,۸7 
الإيراد الكلي في السوق الثانية 857,8 = RT, = p19,‏ 
الإيراد الكلي في السوقين RT=1357‏ 
النفقة الكلية 25(=36)/ = CT‏ 
z M‏ الإجالي T=RT-CT=1321‏ 


1 
الطلب العام = مجموع الطلبين oc F2‏ 
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السعر p=104-2q‏ 
الإيراد الكلي RT = 104q -2q?‏ 
الإيراد الحدي RM, =104-4qg‏ 
تعظيم دالة الربح يفترض أن نعادل > RM, =CM,‏ 
5 - و ج 2- 0,24 = و4 -104 
النفقة الحدية =2=4-)0,24(25= CM,‏ 
- تعظيم الربح في كل سوق يفترض أن نعادل النفقة الحدية مع الإيراد الحدي. 
السوق الأولى 9,6 - ي ج + - 100-44 
السوق الثانية 15,4 - q,‏ ج 4 = 6,64- 106,6 
CT‏ 


11 36 
CM, =——=0,12(25)-2+—=— النفقة المتوسطة‎ 
= «9 8) 25 25 w 


الربح في السوق الأولى 485,4 = | 052 = z,‏ 


BON ا قد‎ lies 
1 ]هذا‎ 557-36 |- 835,6 GW الربح في السوق‎ 


ربح الحتكر في السوقين 1321= 7+ 7= مر 
نقارن هذا الوضع مع الاحتكار العادي 

p=104-2(25)=54 السلعة‎ am 

RT =54x25=1350 الإيراد الكلي‎ 

' النفقة الكلية 25)=36([(= CT‏ 

الربح الإجمالي 1350-36=1314= 1 


ومنه نستنتج بأن ربح امحتكر العادي هو دائما أقل من ربح الحتكر المميز. 
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132191314 


2- يتحمل مشروع نفقة كلية 62+96 - تن = CT‏ 
- احسب النفقة المتوسطة والحدية 


- يبيع هذا zai‏ سلعته في سوقين مختلفين 
دالة الطلب في السوق WY‏ وا 9 
دالة الطلب في السوق الثانية د 

- احسب الايراد الكلي والحدي؟ 

AL -‏ شروط تعظيم الربح؟ احسب قيمته؟ 


الحل 
الطلب الاجمالي = جحموع الطلبين جم د 4+ رودو 
ومنه as‏ على سعر السلعة + بو = م 
- دالة الايراد الكلي 4+ 0 3 Mis‏ 
240 80* 


- دالة الايراد الحدي —+ — = Rma‏ 
ا M‏ 
- دالة النفقة الحدية 302+ 15-124= CMa‏ 
شرط تعظيم الربح: الايراد الحدي = النفقة الحدية 
24 80 
q - 5‏ >= 7+ 15-124 = + / = 


قيمة النفقة الحدية 3,93 = CMa‏ 
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يتم توزيع الكمية 5 ما بين السوقين. لذلك نعادل ما بين النفقة الحدية 
والايراد الحدي لكل سوق. 

دالة الطلب 3 السوق الأولى 32+ p, =-8q,‏ 

دالة الايراد الكلي 324+ 802- - RT,‏ 

دالة الايراد الحدي 32+ RMa, =-l6q,‏ 

دالة الطلب 3 السوق الثانية 0 + ,104-= p,‏ 

دالة الايراد الكلي 200 + RT, =-10g,‏ 

RMa, = -20q + 20 GA دالة الايراد‎ 

شرط تعظيم الربح في كل سوق أن نعادل الايراد الحدي مع النفقة الحدية. 
ف السوق الأولى 1.75= —16q, +32 = 3.93 > q,‏ 

3 السوق الثانية 0.80 = ين > 20=3.93+ ,200 - 

الطلب العام = مجموع الطلبين 2,55 = 0,80 + 1,75 - +q,‏ 4 =4 


دالة النفقة المتوسطة 215-15-7 = CM,‏ 


قيمة النفقة المتوسطة 6.2 = (2.55)/ = CM,‏ 

سعر السلعة 3 السوق الأولى 18= 32 +(8)1.75- = p,‏ 
سعر السلعة 3 السوق الثانية 20=12+)10(0.8-= p,‏ 
الايراد الكلي في السوق الأولى RT, =18x1.75=31.5‏ 
الايراد الكلي 3 السوق RT, =12x0,8 -6 Z‏ 
الايراد الكلي في السوقين 41,1 = 9,6+ 31,5 = RT‏ 
النفقة الكلية CT=CM,xQ=6.2x2,55=15,8‏ 
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الر بح الاجمالي 3 السوقين. 253 = 41.1-15.8 - 7 


الربح في السوق الأولى 20.65 = )1.75(18—6.2= z,‏ 
الربح في السوق الثانية 4.65 = )0.8(12-6.2= m,‏ 
الربح في السوقين 25,30 = 4,65 + 20.65 = 1 

- في وضع الاحتكار العادي 


9 
q=-—p+6 الة الطلب العام‎ 
1 407 t ١ ١ 


© ¥ 4 
دالة الايراد الكلي 4+ = RI‏ 
دالة الايراد RM, „30,28 GA‏ 


دالة النفقة الحدية ”34+ 15-124= CM,‏ 
حجم الانتاج الأفضل 2,55= q=q,+q,‏ 


dell =‏ كلد +(55 دم 


الايراد الكلي RT=15,3x2,55=39,1‏ 

النفقة الكلية 15,8 - (2,55)/ = CT‏ 

الربح الاجمالي 23,3 = 15,8 -39,1 - 7 

نلاحظ أن ربح Śl‏ العادي هو دائما أقل من :ربح امحتكر المميل: 


233 € 253 
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KZ -3‏ ببيع انتاجه في ثلاثة „Ala‏ لدينا دالة الطلب: 
3 السوق الأولى ,63-44 = p,‏ 
في السوق الثانية p, =105-5q,‏ 
في السوق الثالثة p; =15-6q,‏ 
لدينا دالة النفقة الكلية CT=20+15q‏ 
- ما هي شروط تعظيم الربح؟ احسب قيمته؟ 

الحل 
الايراد الكلي في السوق الأو ولى 630-402 = RT,‏ 
الايراد الحدي في السوق الأولى 80 - 63 = RMa,‏ 
الايراد الكلي في السو وق الثانية 54 - )105 - RT,‏ 
الايراد الحدي في السوق الثانية 105-100- RMa,‏ 
الايراد الكلي في السوق الثالثة 62 - 754 = RT,‏ 
الايراد الحدي في السوق الثالثة RMa, =75-12q‏ 
دالة النفقة الحدية 15ح '(07)) = CMa‏ 
شرط تعظيم الربح أن نعادل النفقة الحدية مع الايراد الحدي لكل سوق. 
السوق الأولى 6= ,نو ج 15- 63-84 
السوق الثانية 9= رى ج 15= 105-100 
السوق الثالثة 5 = ي ج 15= 75-124 
سعر السلعة في السوق الأولى 63-24=39= p,‏ 
سعر السلعة في السوق الثانية 105-45=60 - p,‏ 
سعر السلعة في السوق الثالثة 45 = 75-30 = p,‏ 
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حجم الانتاج الكلي 20 = 6+9+5= 4 


قيمة النفقة المتوسطة کے 


0 20 

قيمة النفقة الكلية 20+15(20)=320= CT‏ 

RT = RT, + RT, + RT, - 999 „JAM قيمة الايراد‎ 
7 = ۸1 -)7 - 679 الإجمالي‎ zw 

الربح في السوق الأولى 6(39-16)=138= z,‏ 

الربح في السوق z, = 9)60-16( = 396 U‏ 

الربح في السوق z, = 5)45 -16( - 145 ZIE‏ 

الربح في الأسواق الثلاثة 679 = 145+ 396+ 138= 7 


4- محتكر يبيع انتاجه في سوقين. دالة الطلب: 

في السوق الأولى =16-0,2p‏ بن 

في السوق الثانية =29-0,05p‏ ,4 

دالة النفقة الكلية 20 + 204 - CT‏ 

- ما هي شروط تعظيم الربح؟ احسب قيمته؟ 
الحل 

دالة الطلب 3 السوق الأولى )80-5 - ر 

دالة الايراد الكلي 800-502 - RT,‏ 

دالة الايراد الحدي 80-100 = RMa,‏ 

دالة الطلب في السوق الثانية 200 -180- مر 
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دالة الايراد الكلي 2042 — RT, =180q‏ 

دالة الايراد الحدي 180-409 - RMa,‏ 

دالة النفقة الحدية 20= CMa‏ 

شرط تعظيم الربح في السوق الأولى 6= ,و ج 20 - 80-109 
شرط تعظيم za M‏ في السوق الثانية 4= رو ج 20 = 409 -180 
am‏ السلعة في السوق الأولى 80-30-50 - p,‏ 

سعر GALI‏ السوق الثانية 180-80=100= p,‏ 

قيمة النفقة الكلية 220 = 20 + (20)10 = CT‏ 

قيمة الايراد الكلي 700 = 400 + 300 = RT‏ 

الربح في السوقين 480 = 220 -700 = 7 

G‏ وضع الاحتكار العادي: الطلب العام = مجموع الطلبين 
م0,25- 25 - وج q=q,+q,‏ 

دالة الايراد الكلي 71-1009-4402 

دالة الايراد الحدي 100-89 - RMa‏ 

شرط تعظيم الربح: الايراد الحدي = النفقة الحدية q=10=‏ 
سعر السلعة p=60=100-4(10)‏ 

الايراد الكلي 600 = 60×10 = ۸7 

النفقة الكلية 220 = CT‏ 

z = 600-220 = 380 الربح‎ 

نلاحظ أن ربح امحتكر العادي هو أقل من ربح امحتكر المميز. 


480 ( 0 
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القسم الرابع: 
المنافسة الاحتكارية 
تحديدها: نقول عن مشروع بأنه يعمل في ظل المنافسة الاحتكارية إذا كان عدد 
zal‏ کی من هذه الناحية هو في وضع تنافسي مع البائعين الآخرين. من 
جهة أخرى يبيع سلعة ULE‏ عن السلع الأحرى أي أن السلع ليست 
متجانسة. في هذه الحال هو في وضع احتكاري. يريد المشروع أن يعظم 
أرباحه. بوجه عام يكون المشروع في الأجل القصير في وضع احتكاري ولي 
الآحل الطويل OŚ‏ في وضع تنافسي. 


تمرين رقم 1 : 

يعمل مشروع في ظل المنافسة الاحتكارية. النفقة المتوسطة معطاة بالجدول 
التالي. لدينا دالة الطلب العام: ٠ p=—40q+90‏ 

السؤال: ما هي شروط التوازن في كل من الآجل الطويل والقصير؟ 

Je a 

في الأجل القصير: يتصرف المشرع كما لو كان في وضع احتكاري. شرط 
تعظيم الربح أن نعادل النفقة الحدية مع الإيراد الحدي. في مثلنا هذا 
CMa = RMa = 4‏ ويتم ذلك عند مستوى zt!‏ 0-7. 

نحسب BS‏ عناصر المسألة: «p=26= al‏ الإيراد الكلي „RT -62x7-344‏ 
النفقة الكلية = 166. الربح الإجمالي: 268 - 434-166 - '01 - ۸ = 7 . 
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في الأجل الطويل: لا شك أن الربح الوفير يحذب إلى الصناعة مشاريع عديدة 
بزيد العرض. فإذا بقي الطلب على حاله سوف ينخفض السعر ويصبح 
الشروع في وضع تنافسي مع المشاريع الأحرى وسوف يظل السعر في 
الانخفاض حى يصل إلى الحد الأدن للنفقة المتوسطة. 

في UŁ‏ هذا الحد - 2- CM,‏ ويقابل ذلك حجم إنتاج 0-6 بحيث أن 
منحئ النفقة المتوسطة والحدية يتقاطعان قي هذه النقطة. أما بالنسبة JW‏ 
الطلب فتنحفض وتبقى موازية UU‏ إن دالة الطلب هي من الشكل 
p=-4q+b‏ 

في حالة التوازن يتعادل السعر مع الحد GA‏ للنفقة المتوسطة وتساوي 22 
وذلك عند حجم إنتاج 4-3. هذه الطريقة نستطيع أن نحدد قيمة الثابت b‏ 
وتساوي 42 = 5+ (4)5- - 22 - بر 

إذن دالة الطلب الجديدة هي من الشكل 2 + ن4- د p‏ 

وهكذا نحصل على كافة العناصر. 

دالة الايراد الكلي: 424 +402 - ۸7 

دالة الايراد الحدي: 42 + و8- = RMa‏ 

l.‏ أن حجم الانتاج الأفضل هو 0-5 نعوض ذلك في كل من دالة النفقة الحدية 
فنحصل على 342 دالة الايراد Ga‏ فنحصل على 2 = 40 - 42 = RMa‏ 
دالة الايراد الكلي: RT=pxq=5x22=110‏ 

دالة النفقة الكلية: 110 (5)/ = CT‏ 

الربح الإجمالي: z=RT-CT=0‏ 

نلاحظ أن المشروع يغطي كافة نفقاته. 
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الخطوط البيانية 

ودالة النفقة المتوسطة. 

نرسم كذلك دالة الطلب والايراد الحدي في كل من الأجل القصير والطويل. 
في الأجل القصير: ربح الحتكر = مساحة المستطيل: ABCD‏ 

عثل حجم الآنتاج 0-7 : 48 

يمثل السعر - النفقة المتوسطة: CD‏ 

الربح - و -)©1=1|6-5 


أما في الأحل الطويل فينخفض حجم الإنتاج ويساوي 0-6 ويقابل ذلك الحد 
الأدن للنفقة المتوسطة GII,‏ يساوي النفقة الحدية وتساوي 
„CM, = CMa = 2‏ 
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- ees mme PE aj A] 

الربح | الايراد | الايراد | السعر | النفقة | النفقة | النفقة | الكمية 
الحدي | الكلي الحدية | الكلية | المتوسطة 

1 60 60 | 60 | 86 | 86 | 82 | 26 
ها‎ 40 80 | 20 | 82 | 164 | 74 | 84 
3 | 32 96 16 | 78 | 234 | 66 | 138 
[4 27 108 | 12 | 74 | 296 | 58 | 188 
s | 22 | no | 2 70 | 350 | 50 | 240 
6 | 22 | 132 | 22 | 66 | 396 | 42 | 264 
7 | 1667 | 166 | 34 | 62 | 434 | 34 | 168 
s | 28.8753 | 231 | 65 | 58 | 464 | 26 | 233 























wyć‏ رقم 2: عشرة مشاريع تنتج نفس السلعة. نفقة الانتاج المتوسطة معطاة 
بالجدول التالي: 
- ارسم منحئ النفقة المتوسطة والحدية؟ أين يتقاطع المنحنيان؟ 
LJ -‏ دالة الطلب» احسب الايراد الكلي والحدي. ارسم byli‏ 
البيانية. 
- احسب حجم الانتاج الأفضل الذي يعظم الربح في الأحل القصير 
والطويل؟ 
الحل 
في الأجل القصير: يقطع منحى الكلفة الحدية za‏ الايراد الحدي 3 النقطة 1 
وبذلك نحصل على حجم الإنتاج الفضل 0-9. 
أما aji‏ المقابل له 2500 = م . كذلك الكلفة المتوسطة 1300= .CM,‏ 
tl‏ الربح الإفرادي = السعر - النفقة المتوسطة = 1200. 
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الربح الإجمالي = الربح الافرادي x‏ الكمية = 1200-10800 x‏ 9 

في الأجل الطويل: تلعب المنافسة دورهاء عندئذ ينخفض السعر وكذلك منحق 
الايراد „GALI‏ يمس منحن الطلب منحئ الكلفة المتوسطة عندئذ نحصل على 
سعر التوازن ويساوي 1950. يقطع منحئ الايراد الحدي منحئ الكلفة الحدية 
فنحصل على الكمية المنتجة: 0-3. أما الكمية المطلوبة الي تقابل السعر 1950 
فهي 0-2 ما أنه يوجد 10 مشاريع فالطلب العام 12 x‏ 10- 120. في الأحل 
الطويل كل مشرو ع ينتج 3 وحدات إذن هناك 40 مشروع. 

الربح الايراد | الايراد | السعر | النفقة | النفقة | النفقة | حجم 

الحدي | الكلي | الحدية | الكلية المتوسطة | الإنتاج 
4100 | 4100 | 2400 | 2400 | 2400 | 2400 


1 
2 | 2175 | 4350 | 1950 | 3900 | 7800 | 3700 | 

لد ا 
]3300 ]11100 | 3700 | 1575 | 5925 1975 3 
4 














I‏ لإ ا 


1800 | 7200 | 1275 | 3500 | 14000 | 2900 
5 1650 | 8250 | 1050 | 3300 | 16500 2500 || 2| 

_6 | 1525 | 9150 | 900 1300 | 18600 | 2100 | 

7 1425 | 9975 | 825 | 2900 | 20300 | 1700 

8 1350 | 10800| 825 | 2700 | 21600 1300 | 


9 1300 | 11700 | 900 | 0 82500 |. 900 10800 
(0 1275 | 12750 | 1050 | 2300 | 23000| 0 


[u | 1275 | 14025 | 1275 | 2100 [23100 100 
12 | 1300 |15600| 1575 | 1900 | 22800 | -300 | 
13 | 1350 | 17500| 1975 | 1700 | 23000 | -700 
14 | 1425 |19950 | 2400 | 1500 | 21000 -1100 | 
15 1525 | 22075 | 2925 | 1300 | 19500 |-1500| 
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الخطوط البيانية 
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القسم الخامس : الاحتكار الثنائي 
تحديده : نقول أننا أمام سوق يسودها الاحتكار الثنائي إذا كان الانتاج 





يتقا مه مشروعان. 

السؤال الذي يطرح AL:‏ استراتيجية كل مشرو ع Aż‏ الآحر؟ 
مثال : لدينا db‏ الطلب العام (يم + p=A- B(o,‏ 
نفقات إنتاج المشروع الأول CT = ap, + big,‏ 
نفقات إنتاج المشروع الثاني +b9,‏ ,مره = CT,‏ 

كل مشرو ع يريد تعظيم ارباحه. نحسب الايراد الكلي لكل مشروع : 
بالنسبة للمشروع الأول  :‏ (يم + 0) ,20 - ,46 = RT‏ 
بالنسبة للمشروع الثاني  :‏ (يم + ,©)يم2 - 40 = RT‏ 

ربح المشروع الأول  :‏ (ي6م+ ,م)ر = 47-01 = ,7 

ربح المشروع الثاني : ),9+ ,م)م = T, = RT, -CT,‏ 
شرط تعظيم الربح أن نعدم المشتقات الجزئية الأولى : 





© 
1 = 4- B(29, +9,)- a, - bg - 0 
00 1 
Oz, 
2— =4A- 8), + 29,) — a, — 2b,p, =0 
و00‎ 
وهكذا نحصل على خط رد الفعل لكل مشروع.‎ 
e B 
ATZXB+b) XB+h)”: 
A-a, B 
a E a ES 


` 2(B+b,) 2(B+b;) 7“ 


250 





http://www.opu-lu.cerist.dz 


الخطوط البيانية 
نرسم المستقيمين: السابقين: يتقاطعان في I‏ إحداثياتها : 
_2(B+B, (4-4) - B(A-a,)‏ 
“8 -(ي8 + 8)( 8 PT (B+‏ 
B(A-a,)‏ - (يه -8,()4 + 2(B‏ 








9 4(B + BY(B+ B,)- 8“ 


Qa 


Qu 











تمرين رقم 1 : مشروعان يتقا مان السوق» دالة الطلب ع 
لے 3 
النفقة المتوسطة للمشروع الأول : 51 - CMo,‏ 

النفقة المتوسطة للمشروع الثاني : 33 = CMo,‏ 


tto, يريع كل‎ a lui السؤآل‎ 
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الحخل 
ربح المشروع الأول : ×51 - ,د( دة - 99 = z,‏ 
ربح المشروع الثاني : ,332 — =(99-3x,)x,‏ ,2 
شرط تعظيم الربح : أن نعدم مشتق الدالة 
=99-6x, -51 =0 = x, =8‏ 





7 =66-6x, - 0 يدج‎ =11 

سعر السلعة : P=-51+99=42‏ 
ربح المشروع الأول : =8x42-8x51=—72‏ ,7 

بح المشروع الثاني : 99+ = 1142-1133 - ,7 
O E‏ مر ن مصلحة الشروعين Of‏ فقا يما Logi‏ 
لتعظيم الربح الاجمالي. 
ربح المشروع الأول : z, = ]-3) + ×( +99» -5lx,‏ 
ربح المشروع الثاني : x,) + 99, —33x,‏ + )3 -] = يم 
نعدم المشتقات الحزئية الأولى فنحصل على : 


10„ مكو عقت مدت الك 
0x ph |= 3‏ 
28 = :. 3 
—6x, +66=0 PN‏ برقت = 2 
OX; . 1 3‏ 

خط رد الفعل للمشروع الأول + = x,‏ 

خط رد الفعل للمشروع الثاني : لل -11= يد 

all u‏ زكر خصل على ربح كل مشروع 
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NZ m, =33,33 
m, = 261,33 
7 =7 +1, = 294,66 






DZ 


M sms سرع‎ 





LI 
23/, M AG Li 


تحرين رقم 2 : مشروعان يتقاسمان السوق. لدينا دالة النفقة الكلية للمشروع 
الأول : ,م5 - CT‏ 
دالة النفقة الكلية للمشروع الثاني : CI, = Lg?‏ 
a= ta‏ 
لدينا دالة الطلب العام : p=100->(0,+0)‏ 
السؤال : أحسب ربح المشروعين في الحالات الثلاث ؟ 


هفل 


الحالة الأولى : حسب مفهوم كورنو 





1 TOO a 
2-1000 ->0(0 +9,)-59, : ربح المشروع الأول‎ 
1 | م‎ dia قن‎ 
z, =1000 -—,(+9)750: * ربح المشروع الثاني‎ 


شرط تعظيم الربح أن نعدم المشتقات JA‏ 
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Oz, 1‏ 
—=100-9g --9, -5=0‏ 
M‏ 272 42 5 
OT, 1‏ 
0- —- يم - 100 - 
dg, P 2 P2‏ 
وبذلك نحصل على خط رد الفعل لكل مشروع. 
1 
PS‏ 
1 
LBL‏ 
نحن أمام dla‏ معادلتين مجهولين بحلهما نحصل على كافة العناصر. 
سعر السلعة : p, =80 p=45‏ 
ربح المشروع الأول : 3200= ,7 0 - رم 
ربح المشروع الثاني : 900= 7 0= p,‏ 


الحالة الثانية : حسب مفهوم ستاكلبرغ. 

4 : نفترض المشروع الأول المسيطر 

بأحذ بعين الاعتبار استراتيجية المشروع الثاني 

دالة رد فعل المشروع الثاني -50-= p,‏ 

نعوض ذلك في دالة الربح للمشروع الأول فنحصل على : 


1 1 
7 ==" rap" - 5 


تعظيم دالة الربح يفترض أن نعدم مشتق الدالة فنحصل على : 
كك 
dp,‏ 





3 
26,66 = ,93,33;9= ,م ج 0 = رم 1 -70= 
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z, = 3266,66 i l 
te نفترض المشروع الثاني المسيطر‎ : 8 


m, =155,55‏ 
بأخذ بعين الاعتبار استراتيجية المشروع الأول. 

دالة رد الفعل للمشروع الأول : ,م 5-1و - ,م 
نعوض ذلك في دالة ربح المشروع الثاني فنحصل على : 


1 
2 





Ba. 1 
z, = 1009, —— 9; — 0,095 )يم‎ 


تعظيم هذه الدالة يفترض أن نعدم المشتق فنحصل على : 





8 روك ودود قداو وده 
do, 2 1‏ 


وبذلك نحصل على ربح المشروع الأول 918,75= , 
والثاني 3003,125.= z,‏ 
الحالة الغالثة : حسب مفهوم بولي 9 
يعتقد كل مشروع بأنه المسيطر فنجد أن 93,33 - م 35- يم 
1 
),0+ 9( ,4ج - ,959= z,‏ 


(:0- يمرم + - ,م100- 42 
نعوض ,9 و ,© بقيمهما فنحصل على قيمة الربح لكل مشروع. 
z, - 0 m, = 2 1 = 3632‏ 
لو اتفق المشروعان على تعظيم الربح الاجمالي الحصلنا على : 
6 - مك- زيم + )0(3 + ,100(9= م 
تعظيم هذه الدالة يفترض أن نعدم المشتقات الحزئية الأولى : 
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Or 





5 - ,م + م WSJ‏ 
نلاحظ أن الرب بح الاجمالي ار تفع : 
سعر السلعة p, = 0 p=S25‏ 
الربح الاجمالي 4525= 7 5- رم 


p - 5‏ 
تمرين رقم 3 : مشروعان يتقاسمان السوق. تكاليف إنتاج كل مشروع هي 
كالتالي : 
المشروع الأول : 2 +500 = CT,‏ 
المشروع الثاني : CT, =600+>y‏ 
لدينا دالة الطلب العام : D=x+y=1000-100p‏ 
السؤال : ما هي شروط تعظيم الربح لكل مشروع ؟ أحسب قيمته ؟ 
لمل 

نحسب الايراد الكلي لكل مشروع فنحصل على : 

X ś + | .‏ 
بالنسبة للمشروع الأول : RZ, SEE)‏ 
بالعسبةاللمشروع الثاني : )+ (x‏ = بر10 - RT,‏ 
ربح المشروع الأول : )500-643 = z,‏ 


ربح المشرو.ع الثاني : =85y- 600 - (e+)‏ ,1 
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الحالة الأولى $ حسب مفهوم كورنو. 


يعظم كل مشروع ربحه دون أن يأخذ بعين الاعتبار المشروع الآخر. 
22-2 _و 071 

Ox 100 100 5 2x + y=800 
LTE: x+2y=800 

óy `” 100 100 


بحل هاتين المعادلتين مجهولين نحصل على : 


سعر السلعة : 5 - تر 0 = 
ربح المشروع الأول : 125= y=300 m,‏ 
ربح المشروع الثاني : 300 = ,7 D=550‏ 


4 : نفترض أن المشروع الأول هو المسيطر. db‏ بعين الاعتبار استراتيجية 
المشروع الثاني 2 - 425 = بر > 850 = ر2 + × 
M5: sua‏ 4 3 ف 1 x‏ 
نعوض ذلك في دالة الربح فنحصل على : 50 Pomią‏ 
x 4 1 AE NE 7‏ 7 
b‏ تعظيم الربح أن نعدم المشتق : edy; EO‏ 
x = 375 z, =203,1‏ 
Ty =-35,9‏ 237,5 = 4 
8 : نفترض ol‏ المشروع الثاني هو المسيطر. بأحذ بعين الاعتبار استراتيجية 
المشروع الأول. 400-2 = × > 800 = )+ 2x‏ 


نعوض ذلك بدالة ربح المشروع الثاني فنحصل على : 
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n=-2-+45y-600=0 
200 


شرط تعظيم الربح أن نعدم مشتق الدالة 


> 175= ×,450 = ترجه 0- 45+ ل دم 
100 


نلاحظ في هذه JULI‏ أن ربح المشروع الثاني زاد على عكس ربح المشروع 
الأول. 412,50 = ,7 193,75—= ,2 





الحالة GUI‏ : > مفهوم بولي. 

يعتقد المشروعان بانهما مسيطران عندئذ ać‏ حجم انتاج المشروع الأول 
= 375 = ×. وحجم المشروع الثاني = 450 = بر. 

نعوض ذلك في دالة الربح لكل مشروع ونصل إلى النتائج التالية : 

ربح المشروع الأول = 593,75 = رج أي أن المشروع الأول خاسر 

ربح المشروع الثاني = 487,50 = m,‏ أي أن المشروع الثاني ايضا zł>‏ 

من مصلحة المشروعين أن يتفقا فيما بينهما لتعظيم دالة الربح الاجمالي. 


تمرين رقم 4 : في سوق يسوده مشروعان. دالة الطلب العام 
م D=100-‏ 
النفقة الكلية للمشروع الأول : 202 +20 = CT‏ 
النفقة الكلية للمشروع الثاني : CT, =10+3p;‏ 
السؤال : ما هي شروط تعظيم الربح لكل مشروع ؟ أحسب قيمته ؟ 
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الجل 
شرط تعظيم الربح : السعر = النفقة الحدية p=CMa‏ 
دالة النفقة الحدية للمشروع الأول : ,م4 = CMa,‏ 
دالة النفقة الحدية للمشروع الثاني : =6g,‏ ,€ . 
aw‏ السلعة : p=100-(9,+9,)‏ 
نحن da „LI‏ معادلتين 4% w‏ 





.| ),9+,9(-100= ,49 
بحلها kaś‏ على العناصر AJUI‏ : 
),9+ ,9( - 100 - = 


p, =17,64 5 p - 4‏ 
p, - 6 p=70,6‏ 
ربح المشروع الأول : 603 > m,‏ 
r - 8‏ 
ربح المشروع الثاني : 405= يع 
حسب مفهوم كورنو نحسب ربح كل مشروع ونعدم المشتقات الحزئية الأولى 








فنحصل على : 
ŚR. dzy z PER‏ 
so 7‏ 6 ,09 
74,5 = - 
p‏ م - 100 وج0 On;‏ 
8 ,00 
نحصل على كميات توازن عندما يتقاطع المستقيمان 
في النقطة I‏ إحداثياتما هى : بر 
- 7 10,6- رم 


ربح المشروع الأول : ۰ 
ربح المشروع الثاني : 433 
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أما إذا اتفق المشروعان Je‏ تعظيم الربح الاجمالي فنحصل على 3 
(يم)م - +,)-C(,)‏ ,©)(يم - z=(100-9,‏ 
شرط تعظيم الربح ان نعدم المشتقات الحزئية الأولى 








OT 
=100-6g, — 29, - 0 
89, (TSR p =13,6 
Or =9 
=1000-29 يم8-‎ =0| (72 
Bp, | 759 
7 - 6 د ور‎ 4 


نلاحظ أن الربح الاجمالي ارتفع من 1086 إلى 1106. 


t * 


Avo 


ae = 








9 ALA A6 5 
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القسم السادس : احتكار القلة 


تحديده : نقول عن السوق بأنه يسودها احتكار القلة عندما يكون عدد 
السؤال الذي يطرح : ما هي استراتيجية كل مشروع تحاه الآخرين. 


تطبيق عملي رقم 1 

لدينا مشروعين ودالة الطلب على كل مشروع. 
المشروع الأول : p, = 200-4x, - 2x,‏ 
المشروع الثاني : p - 190 - 2x, —6x,‏ 
دالة النفقة الكلية للمشروع الأول : 5 - CT‏ 
دالة النفقة الكلية للمشروع الثاني : 327 - CT,‏ 
نفترض G‏ بادئ الأمر أن المشروعان ينتجان نفس الكمية 10= ,2 = بد 
سعر سلعة المشروع الأول : 140- رم الثاني 110= يم 
4 : نفترض أن المشروع الأول يريد أن يرفع من سعر السلعة P,‏ 
أما المشروع الثاني فيريد أن يحافظ على نفس السعر رم 
دالة الطلب بالنسبة للمشروع الثاني : 

40-2 





= يد > ر×6 - 110=190-2x,‏ 


- „iti 8 SPF M4 RANE 
× الخفضت الكمية المطلوبة‎ p, إذا ارتفع سعر السلعة الأولى‎ 


261 


http://www.opu-lu.cerist.dz 


de‏ 45 الكمية المطلوبة x,‏ تعوض x‏ بقيمتها في db‏ الطلب على 
المشروع الأول فنحصل على : 
لس لصم p, = 200 - 4x,‏ 





3 
نلاحظ أن السعر ,م هو تابع للمتغير ,× فقط. 
نحسب الايراد الكلي )2( RT‏ 


RMa, = x, [ZE GALI نحسب الايراد‎ 


| بما أن 10- x‏ اذن قيمة الايراد RMa, == GA‏ 


نحسب النفقة الحدية للمشروع الأول : 100= CMa, =10x,‏ 

يلاحظ انتج أن الايراد الحدي يفوق قليلا النفقة الحدية. فإذا أراد أن يرفع من 
سعر السلعة» يخاف أن يفقد جزء من زبائنه لمصلحة المشروع الثاني . 

نفترض أن المشروع الثاني لا يريد أن يغير من سعر سلعته. إذن لا يستطيع 
المشروع الأول أن يرفع من سعر السلعة p,‏ لكي لا ينخفض ربحه الاجمالي. 
8 : نفترض أن المشروع الأول يريد أن يخفض من سعر سلعته. في هذه JUL‏ 
يقوم المشروع الثاني بنفس العملية ويخفض من am‏ سلعته p,‏ لكي يحافظ 
على حصته في السوق X=X‏ 

دالة الطلب على المشروع الأول : ,6 - 200 = p,‏ 

RT; =200x, —6x; : دالة الايراد الكلي‎ 

RMa, = 200-12, : gal دالة الايراد‎ 

إذا افترضنا 10= x‏ قيمة الايراد الحدي = 80 = RMa,‏ 
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3 هذه JU‏ يلاحظ المنتج بأن الايراد الحدي هو أقل من من النفقة الحدية : 
0 . فإذا ما حفض من سعر سلعته سوف يزيد من انتاجه لكن الربح 
الاجمالي سوف ينخفض. إذن من مصلحة المنتج الأول ألا يخفض من سعر 
سلعته p,‏ بل انتاج الكمية 0- × وبيعها تي السوق بالسعر 140- ,بر 
لأن الايراد الحدي يفوق قليلا النفقة الحدية. 

© : نفترض أن المشروع الأول مخفض من سعر سلعته ,بر بينما المشروع 
الثاني يحافظ على نفس السعر لسلعته رم . دالة الطلب على المشروع الثاني 
6x,‏ — 23 - 190 - 110. 


40- x ; 
5 ١ ومنها جحد‎ 





= يند. نلاحظ أنه في حال انخفاض سعر السلعة الأول 
P,‏ سوف يؤدي إلى ارتفاع الكمية المطلوبة c‏ مما يؤدي إلى انخفاض الكمية 
المطلوبة „x,‏ 
نعوض ر× بقيمتها في دالة الطلب على المشروع الأول فنحصل على : 
— 20 = 
p, = 200 - 4x, 2 | 10x,‏ 
3 


4 
د 





-20 
دالة الايراد الكلي عالق ےرم 


2 
RMa, _520- 20x, 


Gal الايراد‎ Ab 
نحد أن الايراد الحدي يفوق النفقة الحدية‎ x, =10 اذا كان حجم الانتاج‎ 
.100<106.6 

بما أن المنتج يبحث عن تعظيم ربحه فسوف يزيد من انتاجه حي تتعادل النفقة 
الحدية مع الايراد الحدي. 
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520-20 


2 


=10x, > x, =10.4 


عندئذ نحصل على سعر السلعة الأولى : 138.6 - ,م 

40-1 
3 

نعوض 10.4 - x‏ ومنها Aż‏ 9,87= يد 

دالة الطلب على المشروع الأول p, > 138,6 = 200—4x, —2x,‏ 


6L4—-2x, ;‏ 
ومنها بمد 2 = 
4 
نعوض د بقيمتها في دالة الطلب على المشروع الثاني فنحصل على : 
اديه 


أما المشروع الثاني فينتج الكمية 





3 


xi 


4 
دالة الطلب =159.3-5x,‏ ر 


p; =190-6x, -2 


دالة الايراد الكلي RT, =159,3x, - 5x3‏ 
دالة الايراد الحدي RMa, =159,3-10x,‏ 
إذا كان حجم الانتاج RMa, = 60,6 03! x,=9,87:‏ 
نحسب النفقة الحدية : 59,2 = CMa, = 6x, X,‏ 
نلاحظ أن الايراد GALI‏ يفوق النفقة الحدية : 60,6>59,2 
إذن من مصلحة المشروع الثاني أن يخفض من سعر سلعته رم لكي يزيد من 
حجم انتاحه حي تتعادل النفقة الحدية مع الايراد gal Gail‏ : 
—10x, = 6x, > x, = 5‏ 159,3 
سعر السلعة الثانية : 109,6= P; =159,3—5x,‏ 


_ 61,4— 2x, 


أما المشروع الأول فینتج الكمية : 10,3= > x,‏ 
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نلاحظ أن إنتاج المشروع الأول انخفض من المقدار 10.4 إلى المقدار 10.3 
وذلك لصاح المشروع الثاني والذي زاد انتاجه من : 9.87 إلى المقدار 9.95. 


تطبيق عملي رقم 2 
لدينا مشروعين في وضع احتكار القلة. لدينا دالة الطلب والنفقة 
الكلية لكل مشروع معطاة بالمعادلة : 


p, - 100-26, - يم‎ CT 3 

CT, = 259,‏ 1 رول ور 

نفترض أن الأسعار والكميات تحددت كالتالي : 

=p, -0 p,=10 DP, - 5‏ بم 

السؤال : ما هي استراتيجية كل مشروع تحاه الآخر ؟ 
اللخل 





8 : نفترض أن المشروع الأول يريد أن يرفع من am‏ سلعته p,‏ نفترض أن 
المشروع الثاني يريد أن يحافظ على نفس السعر 55 - رم دالة الطلب على 





المشروع الثاني تخد = يمسم . إذا ارتفع کن السلعة p,‏ تنخفض الكمية 
المطلوبة ,م أما الكذية المطلوبة رم فترتفع. نعوض رم بقيمتها في دالة الطلب 
على المشروع الأول فنحصل على : 


40-, _ 260-5 
3 - 3 





p, =100—29, -|‏ 
نحسب الايراد الكلي للمشروع الأول | #تجلكة م - RT,‏ 
3 


RMa, = 


= Aa SZYI LE 
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إذا افترضنا 10= p‏ قيمة الايراد الحدي تساوي 53.3„ 
نحسب النفقة الحدية  :‏ 50- ,م5 = CMa,‏ 

نلاحظ أن الايراد الحدي يفوق قليلا النفقة الحدية. فإذا أراد المنتج أن 
يرفع من سعر سلعته يخاف أن يفقد قسما من زبائنه لمصلحة المشروع الثاني. 
نفترض أن المشروع الثاني لا يريد أن يغير من سعر سلعته رم . إذن ليس من 
مصلحة المشروع الأول أن يرفع من سعر سلعته. 
8 : يريد المشروع الأول أن يخفض من سعر سلعته. يقوم المشروع الثاني 
بنفس العملية ويخفض من سعر سلعته لكي يحافظ على حصته في السوق بحيث 
أن رم = ,م . نعوض ذلك بدوال الطلب. 
دالة الطلب على المشروع الأول : p, =100-3g,‏ 
دالة الايراد الكلي : 302 - ,م100 - RT,‏ 
دالة الايراد RMa, =100-6g, : gal‏ 
دالة النفقة الحدية : CMa, = Sp,‏ 
نفترض أن حجم الانتاج 10= ,م اذن النفقة الحدية = 50 = CMa,‏ 
أما الايراد الحدي فيساوي 40 = RM,‏ 

نلاحظ أن الايراد الحدي هو أقل من النفقة الحدية 50<40. 
فإذا ما حفض المنتج من سعر سلعته 8 سوف يزيد من حجم انتاجه × لكن 
ze JI‏ الاجمالي سوف ينخفض. 

إذن ليس من مصلحة المنتج الأول تخفيض سعر سلعته p,‏ بل انتاج 
الكمية 10- ,م وبيعها دائما بالسعر 70= ,م . 
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الفصل السادس 
الانتاج المشعرك 


في كثير من الأحيان يقوم المشروع بانتاج أكثر من سلعة. في هذه 
الخال لا يمكن للمشروع فصل نفقات الانتاج المشتركة وذلك بتخصيص جزء 
منها للسلعة الأولى وجزء آخر للسلعة الثانية. 
السؤال الذي يطرح : ما هو حجم الانتاج الأفضل من كل سلعة لتعظيم 


أرباح المنتج ؟ 
تطبيق عملي 
p, - 28-0 -‏ 
لدينا دالة الطلب سلعتين ° 5 
ا ka‏ 


لدينا دالة النفقة الكلية : ,40,9+ 367+ 2م = CT‏ 

السؤال : ما هو حجم الانتاج الأفضل الذي يعظم الربح ؟ 
لمحل 

نحسب الايراد الكلي لكل سلعة 3 - ,م28 = RT,‏ 

سسب الايراد الكلي للسلعتين 262 -,226 = - 

سيت الربح الاجمالي = الايراد الكلي — النفقة الكلية 





Gp} + 207( - (0. +30 + 40,4(‏ -),229+ ,م28) = جر 
(,46,4 - ,50— ,220 + :40 - ,280( = 7 
شرط تعظيم الربح أن نعدم المشتقات الحزئية الأولى فنحصل على : 


267 


http://www.opu-lu.cerist.dz 


Om 

= 28-89, —4g, =0 

Og, M 0,=3  p,=19 
> 

Or 0, =1 p, = 20 


^ - 22-100, - روه‎ = 
8% p, — 49, =0 


CT =24 7-7 7-3‏ 
لمعرفة ما إذا كان هذا الربح Ju‏ حدا أقصى أو أدن نحسب المشتقات 
الجزئية من الدرجة SUI‏ فنحصل على : 








or _ „Oz _ 87 
p Og; 0,00, 
A= |-64>0 نحسب قيمة الحدد الميسي‎ 
410) 5 GH 


ما أن قيمة المحدد موجبة هناك فاية قصوى. 
ف. هذه الحال ننظر إلى إشارة المشتقات الحزئية من الدرجة الثانية ما Uś‏ سالبة» 


فالقيمة 53 - 7 تشكل حدا أعظم. 
مراجعة عامة 


تمرين رقم 1 : LA‏ دالة الطلب على سلعتيز 
p,‏ + رم 2 - 40 = p,‏ 
وم — p,‏ +15= يم 

لدينا دالة النفقة الكلية يم + رمم + إم = °7 


السؤال : ماهو حجم الانتاج الأفضل لتعظيم دالة الربح ؟ 


Ni 
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ف 
نحسب سعر السلعة ف الج الت فل de‏ : 
=55-P, ١ p, =55-(9, +9,)‏ ,+ رم 

p, +29, = 70 - p, p, =10- (p, +29)‏ 
نحسب الايراد الكلي على السلعة الأولى )0+ RT, = 559, - pil,‏ 
نحسب الايراد الكلي على السلعة ŻE‏ ).29+ ,)رم - يم70 = RT,‏ 
دالة الربح الاجمالي RT -CT‏ = 7 
تعظيم دالة الربح يفترض نعدم المشتقات الحزئية الأولى 

MIE -49,=0 


Bp, p, +3, =55 د‎ 


zaj 0 
OT =70-3p - 69, =0 39, +69, = 7 





;80 
أسعار السلعتين : 46,66 = p, = 39,33 p,‏ 
الكميات المنتجة : 1,66 = p,‏ 


ومنها تتخاص eż‏ ريع : 


8= م 


تمرين رقم 2 : لدينا دالة الطلب على سلعتين 
p,=13-2x-y‏ 
p,=13-x-2y‏ 
لدينا دالة النفقة الكلية CT=x+y‏ 


السؤال : ما هي شروط تعظيم الربح ؟ أخسب قيمته ؟ 
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JH 

الايراد الكلي للسلعة الأول ر×2 - RT, =13x- 2x”‏ 

الايراد الكلي للسلعة الثانية RT, =13y-xy-2y”‏ 

الايراد الكلي على السلعتين ر×2 - (2بر+ ”)2 - (بر+ )13 - RT‏ 
الربح z =12(x+ y)-2(x +y')-2xy GUY‏ 

شرط تعظيم الربح أن نعدم المشتقات الحزئية الأولى. 





OT 

FAD 

ارو m0]‏ 2 يج 
Oz 2x+4y=12‏ 


FAW 
العناصر.‎ BS نحن أمام جملة معادلتين مجهولين بحلهما نحصل على‎ 
x=y=2 « CT=x+y=4 « RT =28 
1=RT-CT=28-4=24 
نحسب المشتقات الجزئية من الدرجة‎ gol أمام حد أقصى أم‎ LS لمعرفة ما إذا‎ 
: الثانية فنحصل على‎ 
az az Oz 2 


p =—4 zj =-4 
0% dy” Ox0y 


نحسب قيمة الحدد mkl‏ فنحصل على هه 


2-4- 
ما أن قيمة المحدد موجبة هناك فاية قصوى. 











r 


Le‏ أن إشارة المشتقات الحزئية من الدرجة الثانية هي اة فنحن أمام فاية 


عظمى والربح ثل أقصى ربح ممكن. 
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تمرين رقم 3 : لدينا دالة الطلب على ثلاث سلع 


p, =10-39, 
p, =20-59, 
p, =60—70. 


CT =5g, + 29, + 6p, دالة النفقة الكلية‎ LU 
تعظيم الربح ؟ أحسب قيمته ؟‎ by ż السؤال : ما هي‎ 

ال 
الربح الاجمالي = الايراد الكلي على السلع الثلاث — النفقة الكلية المشتر „AS‏ 
7r =100, - 30 + 200, - 59, + 69, — 19; - 59, — 29, — 69,‏ 
شرط تعظيم الربح أن نعدم المشتقات a‏ الأولى. 





Or 0 OT = OT -0 
89, 0, 09, 
EE TR EC RT = 153,3 
9 5 7 CT - 9 
(Pe W =11,p, =33) z=1124 


تمرين رقم 4 : لدينا دالة الطلب على ثلاث سلع 
,21-50 دوم 
p, 77-100,‏ 
p. =30-29,‏ 
LU‏ دالة النفقة الكلية CT =20,0, + 0,9. + 3P0.‏ 


السؤال : ما هي شروط تعظيم الربح ؟ أحسب قيمته ؟ 
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الخل 


خسب الايراد الكلي 202 - ,306+ ,109 ,776+ ,59- ,210 - RT‏ 





نسب الربح الاجمالي ),9,.0,.9([ = ٥1‏ - ۸7 = 7 


شرط تعظيم الربح أن نعدم المشتقات الحزئية الأولى فنحصل على : 
Or On ûr‏ 
O0, Op.‏ ,00 





خ0 








RT =257 
(9, =1. ,ص‎ =3,9, =5) / 
0 Bam Ey (7 
,„16,p, - 47, رم‎ - 2 
na dk 1=201 


تمرين رقم 5 : ينتج مشروع سلعتين. 

دالة الطلب على السلعة الأولى : رم - ,م2 - 150 > ,م 

دالة الطلب على السلعة الثانية : ,م3 - مص - 200 = يم 

برقي :اشر وچ تحديد أسعار السلعتين بحيث أنه يريد أن يحقق أقصى إيراد 
كلي ممكن. 

السؤال : أحسب أسعار السلعتين وقيمة الايراد الكلي ؟ 

a.‏ لمل 

دالة الايراد الكلي P20,‏ + رمرم = RT‏ 


RT =150p, + 200p — 2p,p, —2p; -3p} 
شرط تعظيم هذه الدالة أن نعدم المشتقات الحزئية الأولى فنحصل على‎ 
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^ -150- م2‎ -4p,=0 
Gp, " 2p, +4p, =150 
0 ,م2‎ +6p, = 200 





= 200 - 2p, —6p, =0 


Op, 
على كافة العناصر.‎ paź نحن أمام جملة معادلتين لمجهولين بحلها‎ 
3ت‎ =5 
PS 8 RT = 4375 
p, =25 p, =100 


تمرين رقم 6 : لدينا AL‏ الايراد الكلي 
8y?‏ - بر1960+ RT = 400x - 4x?‏ 
لدينا دالة النفقة الكلية +2xy‏ ”بر4 + 22 + 100- 67 
× تمثل الكمية المنتجة منالسلعة الأول A‏ 
بر تمثل الكمية المنتجة من السلعة الثانية 8 
السؤال : ما هي شروط تعظيم الربح ؟ أحسب قيمته ؟ 
حدر الخل 
دالة الربح تساوي الايراد الكلي ناقص النفقة الكلية R1 - ٤7‏ = 7 
0- بود2 - بر1960+ -6x× +400x-12y*‏ = 7 


9F _ 12+ 400- 0-بر2‎ 
X 


©7 = 24y+1960-2x=0 
dy 





= 


نحن أمام جملة معادلتين مجهولين بحلهما نحصل على كافة العناصر. 
12x+2y=400‏ 
2x+24y=1960‏ 
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x=20 y=80 
CT =29700 
RT - 0 


7 - 0 


تمرين رقم 7 : لدينا دالة الطلب على سلعتين 
p,=12-2x‏ 
p, =32-4y‏ 
لدينا دالة النفقة الكلية CT=x +2xy+y"‏ 
السؤال : ما هي شروط تعظيم الربح ؟ أحسب قيمته ؟ 
0 الخل 
الايراد الكلي على السلعة الأولى ‏ 22 -+«12- RT,‏ 
الايراد الكلي على السلعة الثانية “بر4 - بر32 - RT,‏ 
الايراد الكلي على السلعتين (*بر4 + (2x‏ - (بر32 + RT =(12x‏ 
دالة الربح z=RT-CT=f(x,y)‏ 





تمر هذه الدالة بحدها الأقصى عندما نعدم المشتقات الحرئية الأولى : 


Or 

2- بر2 + E 6x‏ ا ده 
5 

Or 2x+10y=32 


=32-10y-2x=0‏ 2ك 
dy‏ 


نحن أمام dla‏ معادلتين محهولين بحلهما نحصل على كافة العناصر. 


sal Palo) 7-0 CT=16 

y=3  P,=20|  RT,=60 z=54 
لمعرفة ما إذا كان الربح يشكل حدا أقصى نحسب المشتقات الحزئية من‎ 
: الدرجة الثانية‎ 
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a ay óxóy |‏ 
نحسب قيمة المحدد موجبة هناك حد أقصى H‏ 
ما أن إشارة المشتقات سالبة فالربح يمثل حدا أقصى. 

-6-2 

-2-10 


=54>0 
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الفصل السابع 
اثر الضريبة والاعانة على سعر العوازت 





يتحدد am‏ التوازن عندما تنعادل الكميات المعروضة والمطلوبة بيانيا 
الطلب على حاله بينما العرض يتغير وعلى ŚW‏ في حال منح „lej‏ 


لدينا دالة العرض 0=2p-5‏ 

لدينا دالة الطلب  D=10-p‏ 

- أحسب سعر وكمية التوازن ؟ أرسم الخطوط AA‏ 

- تفرض ضريبة ممقدار 3 دينار على كل وحدة منتجة» أحسب pa‏ 
وكمية التوازن الجديد ؟ 

- تمنح الدولة إعانة بمقدار 3 دينار» ما هو السعر والكمية الجديدين ؟ 

- ماهو معدل الضريبة الأفضل الذي يعظم حصيلة إيرادات الدولة ؟ 





J—! 
التوازن عند تعادل العرض والطلب.‎ am يتحدد‎ 
10- يو 5 - يم ج 5- م2 دم‎ -5 


عند فرض ضريبة UE‏ 3 دينار يصبح العرض الجديد 11- م2 - ,0 
نعادل العرض الجديد مع الطلب فنحصل على سعر التوازن الجديد. 
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7= 
"7د 2 - م53 م-11-10-م2 - 0 
3= .9 
في حال منح اعانة بعقدار 3 دينار تصبح دالة العرض الحديدة د0 
O, =2p+1‏ 
2p+1=10-p‏ 
سعر التوازن الجديد هو : 7= ,6 3= p,‏ 


معدل الضريبة الأفضل الذي يعظم حصيلة إيرادات الدولة. 
نفترض د معدل الضريبة. AL‏ العرض الجديدة : 
0=2(p-x)=D=10-p—>‏ 
2 
سعر التوازن الجديد : 5+×<= ,7 
2 
5 
كمية التوازن : عدخ - 5 - يرم 
3 
حصيلة ايرادات الدولة : 1ت ,1-40 
A‏ 


شرط تعظيم هذه الدالة أن نعدم المشتق الأول فنحصل على : 


eż woda ga) 
3 4 
p-Z(7) s-(>] I سعر التوازن‎ 
34 2 
2 
-م‎ 5-2 A 1 كمية التوازن‎ 
3 2 
: حصيلة ايرادات الدولة‎ 


م 
8 /4)2 
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تمرين رقم 1[ : لدينا دالة العرض p=9x+9‏ 
لدينا دالة الطلب 32- 39 - مر 
© أحسب سعر وكمية التوازن ؟ 
e‏ أحسب معدل الضريبة الذي يسمح برفع سعر السلعة عقدار 3 دج ؟ 
الحل 
نحصل على سعر وكمية التوازن عندما نعادل العرض مع الطلب. 





9x +9 = 39-32 3x +9x-30=0 


pa‏ الموحب[ k=2‏ بمثل كمية التوازن. 
ma‏ التوازن p=9(2)+9=27‏ 


27+3= نريد أن يصبح سعر التوازن الحديد 30 د‎ ٠. 
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RR P 
6 sari تبقى على حاها‎ LIL دالة‎ 


دالة العرض تتغير بعد فرض الضريبة > ] ؛ 





4 2 
سعر التوازن الجديد : | EK‏ تت 


نعوض P=30‏ ثم نربع الطرفين فنحصل على : 





30-1 





= بر نحصل على معادلة من الدرجة الثانية. 


2 - ذل +1- برج 2-0-بر2- ”ر 


30-1 =9(2,732) > 


هذا المقدار يمثل معدل الضريبة الذي يؤدي إلي رفع السعر JMC‏ 3 دج. 


ترصن 


تمرين رقم 2 : لدينا دالة الطلب 27 - 26 + م3 

لدينا دالة العرض 20-9 - م6 

- أحسب سعر وكمية التوازن ؟ 

- أحسب معدل al‏ الأفضل الذي يعظم حصيلة ايرادات الدولة ؟ 
لمحل 


دالة الطلب 29=27-3p>9=13,5-15p‏ 





دالة العرض 5 - م3 - م ج 9- م6 - م2 
سعر التوازن 4= ,م ج مر3- 27 -9- م6 
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كمية .5 
ازن —= 
التواز 2 Pu‏ 


نفترض معدل الضريبة الأفضل x:‏ 

دالة الطلب تبقى على Ul‏ بينما دالة العرض الحديدة تصبح : 
0=3(p-x)-45‏ 

سعر التوازن الجديد 3(p-x)-4,5=13,5-15p=>  :‏ 


كمية التوازن الجحديدة : × - = بم 4 لوك عون 


3 
حصيلة ايرادات الدولة : و 
2 
تعظيم هذه الدولة يفترض أن نعدم المشتق 0= ×2 7'15 
2 
13 
وبذلك نحصل على كافة العناصر يم 0 دم 


سعر التوازن Azad‏ يد : 2 p.=‏ 


كمية التوازن الجديدة : 215 0 
4" 

حصيلة ايرادات الدولة : 225 T=‏ 
16 


تمرين رقم 3 LA:‏ دالة العرض 00 دم 
لدينا دالة الطلب p=150->0‏ 
- أحسب سعر وكمية التوازن ؟ 


- ماهو معدل الضريبة الأفضل الذي يعظم حصيلة ايرادات الدولة ؟ 
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J—— 
نحصل على سعر التوازن عندما نعادل ما بين العرض والطلب.‎ 
150-59=59+10= p, =90 * 0 =0 
عند تقاطع منحن العرض والطلب.‎ UL 
معدل الضريبة الأفضل.‎ r نفترض‎ 


نحسب دالة العرض الجديدة p=>(P-2)-15‏ 





نعادل دالة العرض الحديدة مع دالة الطلب الي تبقى على حاها : 
>(P-1)-15=300-2p‏ 

نحصل على كمية التوازن =120-3x‏ ,0 

نحصل على سعر التوازن p=90+>x‏ 

حصيلة ايرادات الدولة رگ - :120 - 7 

تعظيم هذه الدالة يفترض أن نعدم مشتق الدالة. 

0- دجن - كط 120 

وبذلك نحصل على كمية التوازن 0 -(120-200-م 

سعر التوازن 0 (00 3+ 90- م 


حصيلة ايرادات الدولة 4200 = 60 ×70 = يبه = 7 
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الفصل الغامن 
فائض المستهلك والمنعج 








تحديده : يتحدد سعر التوازن عندما تتعادل الكميات المعروضة والمطلوبة. 
بيانيا : عند تلاق منحين العرض والطلب. لكن هناك بعض المستهلكين 
مستعدون أن يدفعوا بالسلعة سعرا أعلى لولا المنافسة الحرة. نسمي فائض 
المستهلك الفارق ما بين السعرين. وهو معطى بالدستور JU‏ : | 

SC = f /)0(00 - p.0. 
كذلك هناك بعض المتتجين مستعدون أن يبيعوا سلعتهم بسعر أقل من سعر‎ 
التوازن. نسمي فائض المنتج الفارق ما بين السعرين. وهو معطى بالدستور‎ 
S.P = رمرم‎ - | 5(9)dp : gul 


orki‏ عملي 
لدينا دالة الطلب p=20-3p‏ 
لدينا دالة العرض 20 = م 
- أحسب سعر وكمية التوازن ؟ 
mo :-‏ فائض المستهلك والمنتج ؟ 
ال 


نرسم كلا من منحيئ العرض والطلب. هذان المنحنيان يتقاطعان في النقطة 1. 





إحدائياتما هي : (4 , 8) 
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نعادل الكميات المعروضة والمطلوبة 
ج20 - م5 ج م2 - 20-3 
p,=8‏ 4= يم 
© فائض المستهلك معطى بالدستور التالي : 
p.o,‏ - م4(م)/ S.C = f‏ 
20-39)dp-232= [(20p->97)-32=24‏ | - 86 
Ó‏ فائض المنتج معطى بالدستور التالي : 
S.P=32- f |p*|ip=32-16=16‏ 
يمكن أن نصل إلى نفس النتيجة عن طريق مساحة SU‏ 
12x4‏ 
فائض المستهلك = مساحة المثلث =AIC‏ 24 - = 
8x4‏ _ 





SC 


SP 





=16= CU Lu = فائض المنتج‎ 
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مراجعة عامة 


تمرين رقم 1 : لدينا دالة العرض p=9x+9‏ 
لدينا دالة الطلب 39-32 - مر 
- أحسب سعر وكمية التوازن ؟ 
- أحسب فائض المستهلك والمنتج ؟ 
الخل 
- نحصل على سعر التوازن عندما يتعادل العرض والطلب. 
9x+9=39-3x >3x +9x-30=0‏ 
نحن أمام معادلة من الدرجة الثانية لما جذر موحب x=2‏ بمفل كمية التوازن. 
بتعويض X‏ بقيمتها نحصل على سعر التوازن 
p=9(2)+9=27=39-12‏ 
- فائض المستهلك 16= 4-54( 9-3 | = sc‏ 
- فائض المنتج S.P =54- | (9x+9)dx=18‏ 





تمرين رقم 2 : لدينا دالة الطلب : ”م -م100-2= م ” 


- أحسب فائض المستهلك 3 النقطة p, =1 A‏ 
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اتل 
لحساب فائض المستهلك نطبق الدستور : 
,مم SC = f f(o)do-‏ 
نعوض السعر والكمية بقيمها فنحصل على : 1= ,م > 9- ,م 





3 9 
se = f 000-20-9490100-0 =| -9= 
ab 


0 


S.C =900-81-243-9 = 667 


تمرين رقم 3 AL LN:‏ الطلب p=50-29‏ 
لدينا دالة العرض p=p+5‏ 
- أحسب سعر وكمية التوازن ؟ 
- أحسب فائض المستهلك والمنتج ؟ 
الخل 
نرسم الخطوط البيانية لكل من دالة العرض والطلب. 
هذان المستقيمان يتقاطعان في النقطة I‏ )20.15( 





إحداثياتها تعطينا سعر و كمية التوازن. 


2-20 

نعادل العرض مع الطلب فنحصل على : pr i5‏ =50-20=.0-5 
12 = 0و ١‏ 

ść | 60-2p)dp-300 = 225 : فائض المستهلك‎ 

S.P=300- | (p+S)dp=1125  : فائض انتج‎ 


يمكن حساب ذلك: بطريقة المساحات AU‏ 
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فائض المستهلك = مساحة المثلث AIC‏ = ووو 30x15‏ 
2 

فائض المنتج = مساحة المثلث 15x15 125 = BIC‏ 
2 


الخطوط البيانية 












Żo FS —  - رد‎ 
I 
I 
a 
يكار‎ Qe 26 "a 


تمرين رقم 4 : LN‏ دالة الطلب معطاة بالمعادلة التالية : 
“36-4 دمر 
- أحسب فائض المستهلك في النقطة ۸ ٠‏ 211 رم 
امحل 
في النقطة A‏ حيث أن السعر 11 - وم نحسب كمية التوازن فنحصل .على : 
5 >0 36-11-25- م ج م-11=36 
فائض المستهلك معطى بالدستور JU‏ : | 
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SC = [| f(odo- p.o, 


: 135 
S.C = | 66-0? )dp - 0 i 5 





تمرين رقم 5 : لدينا دالة الطلب والعرض التاليتين : 
دالة الطلب : p=10-9-g*‏ 
دالة العرض : 2 +0 - (/ 
ص احسب سعر و كمية التوازن ؟ 
= 5 تملك واله 
حسب ف ئض المستهلك والمنتج ؟ 
اقل 
نحصل على سعر وكمية التوازن عند تعادل العرض والطلب. 





p, =4 


-p-g = 2 
10-00-09 ديهم‎ 


فائض المستهلك معطى بالدستور : ,م.م - 0(46)/ *] = 5.0 


فائض المنتج معطى بالدستور : 


S.P=8- | (p+2dp=8-(2+4)=2 
0= ×” + 3+2 : دالة العرض‎ LN: 6 تمرين رقم‎ 
D=-2x+16 الطلب‎ Ab لدينا‎ 


- أحسب فائض المستهلك والمنتج ؟ 
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لمحل 
سر „dll: Sidi‏ «القالي ومتها قصل على سر التوازنة :قلات روز » 
p, - 2‏ 
فائض المستهلك : 4 -22+16(4-24-) | SC=‏ 


S.P = 24- fo +3x+2)dr=— : zali فائض‎ 
J 
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الفصل التاسع 





يتميز العصر JU‏ بالاتجاه المتزايد نحو ضخامة حجم الاستثمارات 
سواء الي تقوم ها الدولة أو الى ي تقوم جا المشاريع. يعتبر الاستثمار الأداة 

الرئيسية للنمو الاقتصادي كما أنه يلعب دورا هاما 3 مستوى التوظيف 
حسب كيتر. إن نجاح المشروع يتوقف على مدى سلامة القرارات 
الاستثمارية الي Js‏ عند انشائها. أن الاستثمار يؤدي إلى إنفاق مبالغ 
kob‏ لين من السهل تعديه إذا ما تين فيما بعد خدم aa‏ عدا 
القرارات. 

في الآداب الاقتصادية المعاصرة يسعى المولفون إلى ربط الاستثمار 
ببعض المؤشرات ومن أشهرها : 
مؤشر القيمة الحالية للأرباح. 
مؤشر المردود الداحلي. 
A‏ : القيمة الحالية للأرباح : هناك طريقتان لحساب القيمة ا حالية للأرباح. 


الطريقة الأولى : طريقة M‏ > الصافية. 
هي عبارة عن الفارق ما بين الموارد والنفقات السنوية» هذه القيمة معطاة 


: Jul بالدستور‎ 
Biz SOF 
+0" 


291 


http://www.opu-lu.cerist.dz 


1 تمثل قيمة WYJ‏ عند شرائها أو الاستثمار. 
۴ تمثل الموارد الصافية. 

JE i‏ معدل الفائدة. 

7 تمثل عدد السنين. 


الطريقة الثانية : طريقة الربح الحسابي. 

نأحذ بعين الاعتبار اهتلاك راس المال. أما الفائدة فلا تحسب إلا على الجزء 
المتبقي من راس المال بعد اقتطاعه. 

8 : معدل المردود الداحلي : هو المعدل gr‏ يجعل القيمة الحالية للأرباح 
معدومة. 

مغال : آلة قيمتها 327000 دج = 1 تعطي موارد صافية سنوية يمقدار 
0 دج خلال خمس سنوات. ما هو معدل المردود الداحلي ؟ 











اق 
"F 5 5‏ 

ووووود--00ي.. +400 هو japo‏ عط ديو 
(1+r)” (l+r) (+ r)‏ 


من الحداول المالية نستخر ج قيمة „r=%16‏ فإذا كان معدل الفائدة i<r‏ 
فالمشروع مقبول. أما إذا كانت i>r‏ فالمشروع مرفوض. 


EF . 5‏ 
JU zla‏ القيمة على الكمية 
© نطلق اسم راس JU‏ القيمة على | ا 
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© نسمي مؤشر الربحية المقدار p E‏ > عام يكون المشروع مقبولا اذا 


كانت القيمة الحالية للأرباح موجبة 0< 84 أي أن k>1‏ 15> 


أي أن مؤشر الربحية يكون أكبر من الواحد. 


© فترة الاسترداد : هي الفترة الزمنية الي من خلالها يستطيع المستثمر أن 


يسترد كافة أمواله. 


تطبيق علمي 


يكلف رو میلغ 48.000 دج يعطي موارد صافية خلال أربع سنوت 
n=4‏ حسب الجحدول التالي. معدل الفائدة 7-9610 طريقة حساب اهتلاك 


راس JU‏ خطية. وتساوي حاصل قسمة الاستثمار على عدد السنين 


للقت 12000 دی 
4 


السؤال : هل المشروع مقبول أم مرفوض ؟ 

















الربح |الفائدة على | راس المال اهتلاك الموارد i‏ 
الحسابي راس المال | -الإهتلاك | راس JW‏ الصافية 

1 10400 | 12000 | 48000 | 4800 | -6400 
2 13400 | 12000 | 36000 | 3600 | -2200 

3 14600 | 12000 | 24000 | 2400 | +20 
4 17000 | 12000 | 12000 | 1200 | +3800 
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حساب القيمة الحالية للأرباح بالطريقتين : 
0 13400 10400 
e‏ قة الموارد الصافية : BA=‏ 
TORT BAC Sida bi‏ 
p -4890DA‏ _ 417800 
)1,1( 
e‏ طريقة الربح الحسابي : نطرح من قيمة الموارد الصافية اهتلاك رأس JW‏ 
مع الفائدة على رأس „JW‏ 
3800 300 2200 6400 
+ + = 
GD (LD (LN*‏ 11 
في الحالتين نصل إلى نفس النتيجة أي أن المشروع مرفوض لأن القيمة ال حالية 
للأرباح سالبة. 





= —4890DA 





© حساب معدل المردود الداحلي :من الجداول المالية r=%5,55: ke:‏ 


تمرين رقم 1 : لدينا مشروعين نريد أن نقارن ما بينهما للاختيار. كلفة كل 
مشروع 50.000 = I‏ المشروع الأول يعطي دخلا صافيا كل عام قدره 
7 دج لمدة أربع سنوات. أما المشروع الثاني فلا يعطي دخلا ŻY‏ 
السنة الرابعة يقدر ب 73206 دج. نفترض أن معدل الفائدة %6 =1. 
السؤال : ما هو معدل المردود الداخلي لكل مشروع ؟ 


لمل 
نحسب القيمة الحالية لكل مشرو ع للمفاضلة فنجد : 
4- 
1 دج = | 09 ]1607 + 50000— = BA,‏ 


بالنسبة للمشرو ع الثاني لدينا : 
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9 دج = = (0,6 —73.206(1 + 50000- = BA,‏ 
نلاحظ أن المشروع الثاني أفضل من الأول. 
> معدل المردود الداحلي لكل مشروع : 


1-)1+ ,* 
r 


المشروع الأول : 9012 - م ج 0 - 16447 + 5000— 








بالنسبة للمشروع الثاني : %10 = م ج 0 = 4 (م + 7320601 +5000 - 
نلخص ذلك في الجدول التالي : 





معدل المردود الداخلي | القيمة الحالية gw‏ | المشاريع 
%12 1 دج المشروع الأول 
%10 9 دج المشروع الثاني 











لو UG‏ القيمة الحالية للأرباح بالنسبة لمعدل فائدة %6 وهذا يؤدي 
إلى احتيار المشروع الثاني. بينما لو اردنا مقارنة معدل المردود الداخلي 
للمشروعين لأدى ذلك إلى احتيار المشروع الأول لأن : 
0> ۲ 1290 - . هذا يعي بأن هناك معدل */ 
بحيث أن المعدلين يتساويان من الناحية المالية 
المشروع الأول يكون أفضل ‏ */</ 
المشروع الثاني يكون أفضل *1> 
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تمرين رقم 2 : لدينا مشروعين نريد أن نفاضل بينهما : المشروع ۸ نفقات 
الاستثمار 20000دج IE‏ يعطي موارد صافية خلال فترة أربع سنوات 


IE‏ يعطي موارد صافية خلال 


„gle دج كل‎ 9000 yluie, 
المشروع 8 نفقات الاستثمار = 10000دج‎ 


أربع سنوات .عقدار 5000 دج JS‏ عام. 


- أحسب القيمة الحالية للأرباح لكل مشروع علما بأن معدل الفائدة 


i=%12 


- نفترض معدل الفائدة %25 -7 اي المشروعين أفضل ؟ 
- خت معدل المردود الداحلي لكل مشروع ؟ 








اللخل 
- نحسب القيمة الحالية للأرباح لكل مشروع على أساس أن معدل الفائدة 
هو %12 =1. 
٤‏ 9000 9000 
Kai = 5 5‏ 2= 
المشروع الأول :7336 دج 1+ ا BA, = -20000 + WE‏ 
5000 5000 
SE 5‏ عر مدت 1-= BA,‏ 
المشروع الثاني :5184 دج )12 +...+ 112 + 0000 7 


نلاحظ أن المشروع الأول أفضل من الثاني. 


- عندما يصبح معدل الفائدة 25% =" نحصل على النتائج التالية : 


KS 


بالنسبة للمشروع الأول : 1254 دج = BAI‏ 

بالنسبة للمشروع الثاني : 1808 دج = BAu‏ 

النتيجة : نلاحظ أن المشروع الثاني هو الأفضا 
- معدل المردود الداحلي لكل مشروع : 
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بالنسبة للمشروع الأول : 25 = ”م ج 0 = 20000 BA, = ZÎ‏ 


1 


بالنسبة للمشروع الثاني : 9035 = ,رج 0 و صم 


اد 
النتيجة : نلاحظ أن Sa‏ الثاني أفضل. 





r 


تمرين رقم 3 : تريد شركة أن تختار ما بين آلتين. لدينا العناصر التالية معطاة 
بالجدول التالي : لدينا معدل الفائدة ويساوي i=%10‏ 
- أي الآلتين افضل بعد حساب كل من القيمة الحالية SU‏ 


2,5 ؟ 


رباح ومؤشر 


- نفترض ضريبة على الأرباح معدل %50. لو أخذنا بعين الاعتبار اهتلاك 
راس المال. إلى اية نتيجة نصل ؟ 








العناصر away | draw‏ 
من شراء الآلة | 1200 1500 
فترة الاستخدام 3 سنوات 3 سنوات 
1000 1500 
الاإإرادات, ży‏ 1200 1000 
1000 * 1200 
500 | 600 
النفقات السنوية 600 600 
500 700 
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بالنسبة للآلة الأولى : 
ii‏ السنة | فاية السنة | فاية السنة | بدء السنة 
1 ; العناصر 
الغالغة الثانية الأولى الأول 
1000 1200 1000 0 الايرادات 
NEC) -1200 -500 -600 500‏ 
500 600 500 1200- الموارد الصافية 
"F‏ 
376 496 454 1200- — ع 
1+0( 
بالنسبة ABU‏ الثانية 
wić‏ السنة | فاية السنة | فاية السنة | بدء السنة 
i‏ العناصر 
الغالغة الثانية الأولى الأولى 
1200 1000 1500 0 الايرادات 
700- 600- 600- 1500- النفقات 
500 400 900 1500- الموارد الصافية 
CF‏ 
376 330 818 1500- —— 
)1+7( 
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- نحسب القيمة AULI‏ للأرباح لكل من الآلتين فنحصل على النتائج 


التالية: 


الآلة الأول :126 دج = 496 + 376 + 454 + 1200- = BA,‏ 


الآلة الثانية : 24 دج = = 376+ 330+ 818+ 1500- = BA,‏ 
النتيجة : نحد أن الآلة الأولى أفضل من الثانية. 

- نحسب مؤشر الربحية لكل من الآلتين : 
الآلة الأول : 05 _ 376+ 496 + 454 


1200 


الآلة الثانية : 06¡ _ 376+330+818 


1500 


نصل إلى نفس النتائج كما وجدناها في القيمة الحالية للأرباح. 


j=U -‏ بعين الاعتبار اهتلاك راس المال» نحسب الأرباح الصافية لكل آلة 











فنحصل على الحدول JU‏ ; 
ER‏ السنة الأول duzi | Gda‏ 
الألة 4 | الألة 8 | الألة لح | الألة 8 | Bay | Ady‏ 
الايرادات 0 | 1500 | 1200 | 1000 | 1000 | 1200 
النفقات 500- | 600- | 600- | 600- | 500- | 700- 
الاهتلاك 400- | 500- | 400- | 500- | 400- | 500- 
الأرباح الاجالية | 100 | 400 | 200 | 100- | 100 | o‏ 
الأرباح الصافية ‏ | 50 | 200 | 100 0 50 0 
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Jal -‏ بعين الاعتبار الضرائب على الأرباح تنخفض قيمة الموارد الصافية 
بنفس النسبة فنحصل على الجدول التالي : 



































فماية السنة الأولى فماية السنة الثانية | فاية السنة الثالثة 
العنا 
gy | =‏ حم | الألة 8 | Ady‏ | الألة 8 | الألة ۸ | الألة 13 
| | | 
الايرادات 1000 | 1500 | 1200 | 1000 | 1000 | 1200 
النفقات 500- | 600- | 600- | 600- | 500- | 700- 
الاستثمار = = = )= Z‏ = 
LI „all‏ 50- | 200- | 100- 0 50- 0 
الموارد الصافية 450 700 | 500 400 450 | 500 
الموارد الصافية 
409 636 413 330 338 376 
الحالية 
ا ا 
لكل آلة فنحصل على النتائج التالية : 





نحسب القيمة الحالية للأرباح 


BA=-1200+(409+413+338)=-40 : A ABU بالنسبة‎ 


BA=-1500+(636+330+376)=-158 : 8 ADU بالنسنبة‎ 


النتيجة : المشروعان مرفوضان لأن القيمة الحالية للأرباح سالبة. 


تمرين زقم 4 : شركة تريد أن تختار ما بين مشروعين. نفقات استثمار كل, 


مشروع تقدر ب 10000 دج. يدوم المشروع الأول 4 سنوات GU‏ 
5 سنوات. معدل الضريبة على الأرباح %50. معدل الفائدة %10„ النفقات 
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السنوية لكل مشروع تقدر ب 1000 دج. الايراد السنوي معطى بالجدول 
التالي : 
- أحسب القيمة ZU‏ للأرباح بالطريقتين ؟ 


- أحسب فترة الاسترداد ومؤشر الربحية ؟ 


























اقل 
المشروع الأول 
الأربا 
CH‏ الموارد بعد 
بعد 
ET‏ 
ا لضريبة 
للا 
500- 2000 
250- 3000 
500 2500 
625 3375 
المشروع GU‏ 
ل لفائدة 
ارح 2 jj zę‏ اهتلاك الموارد النفقة الايراد 
بعد بعد على راس 1 ji‏ 


الضرية الضرية Ju‏ راس المال الصافية السنوية السنوي 


0 3000 | 1000 | 2000 | 3000 | 1000 | 4000 | الأول 
sui | 4000 | 1000 | 3000 | 2000 | 800 | 2900 100‏ 
ali | 3000 | 1000 | 2000 | 2000 | 600 | 2000 600‏ 
0 | 2000 | 400 | 2000 | 2000 | 1000 | 3000 | الرابعة 
200 2000 | 200 | 2000 | 2000 | 1000 | 3000 | الخامسة 
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© حساب القيمة الحالية للأرباح للمشروعين : 
الطريقة الأولى : طريقة A‏ > الصافية. 
المشروع الأول : 


BA, = 3000 | 300 , 3500 AŻ و‎ 
(11) Wy Ry (1,1)* 





المشرورع الثاني : 9 


BA, =‏ 
"LDŹ “aD LI: TD‏ )1.1( 
٠‏ نلاحظ أن المشروع الأول مقبول فقط لأن القيمة ا حالية للأرباح موجبة. 


الطريقة الثانية : طريقة الربح الحسابي. 
المشروع الأول : 


BA, = 500 _ 200 5 500 , 625 = +1413 
a) aD* (11) Ta D' 





المشروع الثاني : 


B4, ويه 200 _ 400 600 _ 100 بوب‎ 
)1,1( (LD GD (11) 


وهكذا نصل إلى نفس النتيجة اي أن المشروع الأول مقبول فقط. 
© حساب مؤشر الربحية. 


بالنسبة للمشروع الأول : 4 
pod‏ 
بالنسبة للمشروع الثاني : 0,923 - 1 BA‏ 4 


= 
النتيجة : المشروع الأول مقبول فقط. 
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© حساب فترة الاسترداد. 


بالنسبة للمشروع الأول : > + 3000 + 3000 + 3000 


إذن نلاحظ أن فترة الاسترداد هي ثلاث سنوات وشهرين. 
بالنسبة للمشر وع الثاني : 2000/12 + 2000 + 2000+ 2900 + 3000 


اط أن فترة الاسترداد هي أربع سنوات وشهر. 


تمرين رقم 5 : قيمة AI‏ تقدر ب 100.000 دج = I‏ تعطي موارد صافية 
معطاة بالجدول التالي. نفترض معدل الفائدة = %14 =1. 
معدل الضريبة = %50. نحسب اهتلاك راس „JW‏ 
بالطريقة zali‏ : 100-000 = 25000 كل عام. 
بالطريقة التنازلية : (31000 ,27000 ,23000 ,19000) 
المطلوب حساب القيمة الحالية للأرباح بالطريقتين. 
الحخل 

الطريقة الأولى : الاهتلاك الخطي. 
الحالة الأولى : اهتلاك راس JW‏ بالطريقة الخطية. 

BA= -100000 + (28500 + 28856 + 23625 + 18957) = - 2 
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بم زح زرا ج 








rist.dz 








SKU‏ الموارد 

لوار 1 لوار الموارد اهتلاك 

الصافية | —— | الصافية بعد : 
(1+i)‏ الصافية | راس المال 

الحالية الضريبة 

-10 z 1 -10* 

25000 | 0 32500 0:8772 | 28500 

25000 | 50000 37500 | 0-7695 | 28856 

25000 | 45000 35000 0:6750 | 23625 

25000 | 39000 32000 0:5921 | 18957 




















الطريقة الثانية : الاهتلاك التنازلي. 
الحالة الثانية : اهتلاك راس المال بالطريقة التنازلية. 
BA =-100000 + (31140 + 29626 + 22950 + 17171) = 887‏ 























ارد 

الموارد الموار 
a,‏ | الوارد | اهتلاك 
الصافية | ل zB‏ الصافية بعد zai bo‏ السنة 
(+1) 0 | الصافية | راس المال 

الحالية الضريبة 
10- 1 0 5 *10- > 0 
31140 | 08772 | 35500 | 4500 | 40000 | 31000 1 
29626 | 0<7695 | 38500 | 11600 | 50000 | 27000 2 
22950 | 06750 | 34000 | 11000 | 45000 | 23000 3 
17171 05921 | 29000 | 10000 | 39000 | 19000 4 











النتيجة : الاستثمار غير cuż‏ في الحالة الأولى وبحدي في AULI‏ الثانية. إذن 


يختلف إتخاذ القرار حسب طريقة حساب اهتلاك راس المال. 
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الفصل العاشر 
تطبيق المتواليات في الميدان الاقحتصادي 





الفقرة الأولى : نظرية مالتوس في السكان 

لقد عرض الاقتصادي مالتوس نظريته في كتابه " رسالة في مبادئ 
الاقتصاد " تدور الفكرة حول نمو السكان وذلك بإجرائه مقارنة ما بين زيادة 
السكان وزيادة انتاج المواد الغذائية. لقد توصل إلى النتائج التالية : | 

r=2 يزيد السكان حسب متوالية هندسية اساسها‎ ٠. 
درل‎ {1,2,4,8,16...} 

© يزيد الانتاج الزراعي حسب متوالية حسابية اساسها r=l‏ 
B, = (1,2,3,4,5...)‏ 

LI‏ الفرق الزمئ بين كل عددين متتاليين وهو حسب رأيه 25 سنة. 
النتيجة : إذا لم يكن هناك اي رادع لوقف زيادة السكان فالانفجار السكاني 
سوف يؤدي إلى الضغط على المواد الغذائية وتحل بجاعة في البلاد تحد من 
تكاثر السكان. 

بوجه عام يمكن القول بأن نظرية مالتوس صالحة في الدول النامية 
فمعدل زيادة السكان مرتفع يتجاوز في بعض الدول %3 كما هو JULI‏ في 
الجزائر. أما معدل الانتاج الغذائي فما يزال ضعيفا. 

LI‏ في الدول المصنعة فنظرية „JL‏ خاطئة لأن الدول المصنعة عرفت 
منذ زمن بعيد الثورة الديمغرافية وذلك بتخفيض معدل زيادة السكان حي 
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وصل إلى %1 واقل. LE‏ في الميدان الزراعي» فبفضل التقدم التكنولوجي 
ارتفعت معدلات الانتاج حى انقلبت الاية واصبح هناك فائض في الانتاج. 


تمارين تطبيقية 
(1) إذا كان تعداد السكان في بلد ما هو 100 ألف dami‏ نفرض ان معدل 
زيادة السكان %3. 
السؤال : ما هو عدد السكان بعد 4 سنوات ؟ 
لمل 
نطق دستور الفائدة الم ركبة *)10*(1,03= "(+ ۶)1 = ,2 
باستخدام اللوغاريتمات نحصل على : 
log P, = log 7, + nlog(1 +1)‏ 
log P, = 5 + 410g(1,03)‏ 


P, 0م‎ 


)2( عدد OŚW‏ الجزائر 20 مليون نسمة ple‏ 1980» معدل نمو السكان %3 
في السنة. بعد كم سنة يتضاعف A OŚ‏ ؟ 
الخلل 
نطبق الدستور "(۴,)1+1 = ۶٣,‏ 
log P, = log P, + nlog(l +1)‏ 
حسب معطيات المسألة 28 = 2 إذن 








2P, =P,(lL+t)” > log2=nlog(l+t) 
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الفترق 23 عام و 5 اشيم oś e”‏ 

(3) نود amp‏ تطور السكان في مدينتين ۸ و B‏ نفترض ان عدد سكان 

المدينة ۸ في السنة 7 هو 2 وعدد سكان المدينة 8 هو ,م . لدينا المعلومات 

التالية عن المدينتين. 

© بالنسبة للمدينة ۸ عدد السكان في الزمن 0 -/ هو 40- 2 ومعدل 
زيادة السكان السنوية %1. 

© بالنسبة للمدينة 8 عدد OŚ‏ في الزمن at=0‏ 30= ,م ومعدل 
زيادة السكان السنوية %2. 

السؤال : أحسب 2 و ,م بدلالة #. بعد كم سنة يتعادل سكان المدينتين؟ 

J—! o 

P, = 2,)1+(" : ۸ مدينة‎ OŚ تطور‎ 

تطور سكان مدينة 8 : "( + 1) رم = ,م 


5000 ")40(1,01= م 
نعوض فنحصل على : 2 


")30(1,02= ,م 
بتعادل سكان المدينتين عندما ,م = ,۲ 


400,01)” =30(1,02)” > 


عندئذ uć‏ بأن =53M‏ ,م = P‏ عدد OŚ‏ المدينتين 
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الفقرة الثانية : مضاعف الاستثمار GW‏ كيز 
حسب نظرية كيتر يتشكل الدخل القومي من نوعين من النفقات 
oli‏ استهلاك ونفقات استثمار. 0+1 AR=AC+N  /-‏ 
تزايد الاستثمار = تزايد JE‏ ناقص تزايد الاستهلاك. 

A = AR-AC 


نقسم تزايد الدحل على تزايد الاستثمار فنحصل على مضاعف الاستثمار. 
AR l 1‏ 


AI |l-c s 
k=l الحدي للادخار‎ JW مضاعف الاستثمار يساوي مقلوب‎ 
3 
نسمي للميل الحدي للادخار النسبة ما بين تزايد الادخار على تزايد‎ 
AS 
$S=— الد‎ 
E 
الحدي للاستهلاك النسبة ما بين تزايد الاستهلاك على تزايد‎ JU نسمي‎ 
Ac 
الدحا س‎ 
c = حل‎ 


محموع اميل الحدي للادخار والميل الحدي للاستهلاك يساوي الواحد 
تطبيق عملي 


قامت الدولة بشق طريق» كلفها المشروع مليون دينار AJ=1M DA‏ هذه 
العملية تؤدي إلى توزيع مداحيل على كل من ساهم في عملية شق الطريق اي 
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المهندسين والعمال» إذن AR=1M DA‏ يقوم هؤلاء الأشخاص بإنفاق جزء 

من دحلهم على الاستهلاك. ua BUSE‏ 
1 1 1 

Ke-s—==4 WNP الحدي للادحا‎ JU 

s 1-6 © AR 47 ZA” بي‎ 


.معي ]2 زيادة الاستثمار .عليون دينار يؤدي إلى زيادة الدحل القومي بأربعة 
ملايين دينار. 


الفقرة UJ‏ : مضاعف الائتمان 

عندما يودع شخص ما مبلغا من المال لدى بنك تحاري يقوم هذا الأخير 
باحتفاظ بجزء من المبلغ zle‏ طلبات أصحاب „pól JI‏ مثلا r=%20‏ 
والباقي يقدمه قرضا لعملائه %80 يتقاضى البنك لقاء ذلك القرض على 
فائدة. إن المستفيد من القرض بإمكانه أن يودع المبلغ في بنك آخر ويتحول 
القرض إلى وديعة. يتصرف هذا البنك الأخير كالأول اي أنه يحتفظ بحرء من 
GULI‏ ججابمة طلبات أصحاب الودائع في خزينة UJ‏ ويقرض الباقي. 


مثال : نفترض وديعة .بلغ 1000 دج يحتفظ البنك في خزينته مثلا بلغ 200 
دج» والباقي يقدمه قرضا اي 800 دج» هذا القرض يتحول إلى وديعة GA‏ 
بنك آخرء هذا البنك الأخير يتصرف كالأول أي يحتفظ بنسبة %20 من المبلغ 
اي 160 دج في الخزينة ويقدم الباقي أي 640 دج كقرض لزبون آخر» 
وهكذا دواليك فإذا أردنا أن نحسب مجموع الودائع لدى النظام المصرقي 
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الحصلنا على متوالية هندسية أساسها r=%80‏ أما العدد a‏ فيمثل قيمة 
الوديعة الأساسية وتساوي 1000 دج. ان بجموع الودائع معطى بالدستور 


REA : Juli 
1-7 = 
ومنه نحصل على مضاعف الائتمان‎ 
= 1000 = 5000 _ 5000 _ 
-U, 1000 


النتيجة : ان مضاعف الائتمان يساوي مقلوب نسبة الاحتياطي „GU‏ 
p"‏ 
r 0,2‏ 


الفقرة الرابعة : مضاعف التجارة الخارجية 
هذا المضاعف يشبه إلى حد كبير مضاعف الاستثمار GN‏ كيتر» 


ويساوي النسبة ما بين التغير في الدحل القومي والتغير في حجم الصادرات. 
AR 1‏ 





8 قل الميل الحدي للادحار کک ی 
AR ;‏ 
:m‏ تمثل الميل gal‏ للاستيراد = 
نحن نعلم بأن الاستثمار كالصادرات U‏ نفس المفعول تعتبر تدفقات» 


بينما الادحار كالاستيراد يعتبر تسربات. 
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إن التوازن العام يفترض بأن العرض العام يساوي الطلب العام : 
OG = DG‏ أما الطلب العام فيشكل من الطلب على السلع الاستهلاكية زائد 
الطلب على السلع الانتاجية DG = © + I‏ 

LI‏ العرض العام فيساوي الانفاق العام والذي يتحول بدوره إلى 


مداحيل يقوم Gl‏ با ستخدامها في شراء سلع استهلاكية وما تبقى يدخر 
5 +0 - 00 
التوازن العام يفترض 1-5 [0+1- 5+م 


أي أن الادخار يساوي الاستثمار. 


تطبيق عملي 


لدينا دالة الاستهلاك C=0,6R+150‏ ومعدل الاستثمار 1=250 


السؤال : ما هي شروط التوازن العام وضح ذلك جبريا وبيانيا ؟ 













GLS 
4 ex 
الخطوط البيانية 9 + دون‎ 
(aż Z "mL. 
n ^ 1 ١ 
IE : نرسم المستقيمات الأربع التالية‎ 
sj I 1 الاستثمار‎ db -1 
I 
yo ١ © دالة الاستهلاك‎ -2 
l 
همد‎ 5 S دالة الادخار‎ -3 
150 | a 4 
[1 المستقيم‎ - 
9 1 > C+ لمستقيم‎ 


نحصل على دخل التوازن ب 
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© عند تلاقي منحن الادحار والاستثمار. 


° عند تلاقي gu‏ 1 + 0 مع منصف الزاوية. 


JH!‏ الجبري 
دالة الطلب العام 250 + 150 DG=C+1=06 R+‏ 
DG - 0,6 R+400‏ 
عندما يتلاقى zaa‏ 7 + © مع منصف الزاوية ۸ = ٥‏ نحصل على دحل 
التوازن. 0 - R = 0,6R + 400 > 0,4R = 400 > R,‏ 
نحصل على دحل التوازن عندما يتلاقى منحئ الادخار مع الاستثمار أي 
0,4R —150 = 250 > 0,48 = 400 > R, - 0‏ 

UI‏ في اقتصاد مفتوح على العام الخارجي فيجب RI‏ بعين الاعتبار 
الصادارات والواردات. في هذه الخال العرض العام 5 + © = 06€ 
الطلب العام DG - 0 + 1 + (X- M)‏ 
التوزان العام يفترض أن العرض العام يساوي الطلب العام. 
+ 5 + )0 - نز + 1 + © ج 5 +0 - ا - ]1 + 1+ 60 
ę „e‏ التدفقات M) = (1+X)‏ + 5) بجموع التسربات. 
نلاحظ أن المداخيل الي توزع على المساهمين في العملية الانتاجية U‏ 
ثلاث استخدامات» قسم منها يستخدم لشراء السلع (O) ill‏ وقسم آخر 
يستخدم لشراء السلع المستوردة (M)‏ والقسم الأخير يدحر (8). 

R=C+S+M > AR = AC + AS + AM 

نقسم الكل على AR‏ نحصل على : RM‏ 


AR AR AR 
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الميل الحدي للاستهلاك + الميل الحدي للادخار + JI‏ الحدي للاستيراد = 


الواحد. 


إذن مضاعف التجارة الخارجية : 





مغال 2 : لدينا دالة الاستهلاك 30 +۸ C=05‏ 
لدينا الاستثمار 20 = 1 والصادرات 12 = × والواردات 15 M=‏ 
السؤال :ما هي شروط التوازن العام ؟ أحسب مضاعف التجارة الخارجية 
الحل 
في اقتصاد مفتوح على العالم الخارجحي الطلب العام يساوي العرض 
العام OG = DG‏ 





الطلب العام. DG=C+1+X-M‏ 
R=0,5R+30+20+(12-15) > R, = 4‏ 
إذن مستوى الدخل القومي في حالة التوازن 94= R,‏ 
دالة >>„ S=R-C=0,5R-30‏ 
شرط التوازن : الادخار = الاستثمار [= 8 
في حالة اقتصاد مفتوح : التسربات تساوي التدفقات 1 + 5 = × + [ 
05R-30+15=20412=32>R,=94‏ 
نفترض أن الصادرات ay‏ امن 12 JI‏ 18 مليون دينار. أحسب 
الدحل القومي في حالة التوازن وكذلك مضاعف التجارة A> LI‏ 
التوزان العام يفترض التسربات تساوي التدفقات 14 + 5 = × +[ 
R, - 6‏ > 15- 0,572 = 38 - 18+ 20 
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مضاعف التجارة الخارجية يساوي go ORA‏ 


AX 18-2 


الفقرة الخامسة : الفائدة والخصم 

1- الفائدة البسيطة : عندما يقرض شخص مبلغا من JW‏ إلى شخص آخر 
يحصل على فائدة لقاء هذه الخدمة اي الوضع تحت تصرف المدين مبلغ من 
„JU‏ الفائدة هي عبارة عن دحل راس „JW‏ 








دستور الفائدة البسيطة 
ان الفائدة تتعلق بالفترة الزمنية p‏ بمعد الفائدة / وبالبلغ المقترض 6. 


مثال : 1500 دج 0008 شيم 


; 0 0005 
100 


إذا كانت الفترة الزمنية محسوبة بالشهر فالدستور zna‏ كالتالي : س i=‏ 
إذا كانت نت الفترة الزمنية محسوبة باليوم فالدستور يصبح كالتالي: 





تطبيق عملي 
مبلغان من المال»وضع المبلغ الأول لمدة ثلاثة اشهر بفائدة سنوية 


معدلما %16 = ۲ والمبلغ الثاني سبعة اشهر بفائدة سنوية معدلا %20 = 1. 
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هذان المبلغان أعطيا نفس الفائدة. اذا زاد المبلغان يمقدار 1500 دينار تصبح 
EMR‏ 
15 
السؤال : اخس المبلغين والفائدة المشتركة ؟ 
لحل 


16 3 48x 5 5 
pws WAL قائدة‎ 
17%10012 1200 7 ١ 


فائدة المبلغ الثاني 140x‏ ے 7 20 = ر 


1200 2710012 
بما أن فائدة المبلغين هي ذاتها يمكن أن =35y LŚ‏ ×12 ج =140y‏ ×48 
عندما يزيد المبلغان ب 1500 دينار نحصل على : 








x+1500 _ 38 
5-2-5 38 5 
y+1500 15 x-——y=2300 
15 > 
x=17500 


—>i=700 ([12x-35y=0 
y =6000 


2- الفائدة المركبة : عندما يودع شخص ما ميلغا من JU‏ لدى البنك بفائدة 
للمبلغ الاصلي © ومعدل الفائدة i‏ تصبح فائدة المبلغ في آخر السنة Ci‏ تضاف 
إلى C LAW ALI‏ ونحصل على مبلغ حديد € =€ Ci+‏ 

هذا المبلغ الجديد يعطي فائدة قدرها : Gi=(C+Chi‏ 

هذه الفائدة تضاف إلى المبلغ € وتصبح : Ci+ C= 0)1 HI)‏ 

نعوض Ci‏ بقيمتها فنحصل على : 2( +1) © ٥=‏ 

وبعد 7 سنة يصبح المبلغ كالتالي "2 + 1 ) 000 =€ 


AS a‏ فهذا czy‏ أن الفائدة تضاف إلى راس المال ويمنح عليها فائدة. إذا رمزنا 
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باستخدام اللوغاريتمات نحصل على log C„=logC, + nlog(1+1):‏ 


تطبيق عملي 
1- أقرض شخص مبلغ 1000 دينار = © لمدة 6 سنوات بفائدة مركبة 
Um‏ 1-904 . | 
السؤال :ما هي قيمة المبلغ عند تسديده ؟ 
لمل 
نطبق الدستور 1265 دج = C,=C,(l+i)"‏ 
باستخدام اللوغاريتمات log C, = log" + n log (1 + i)‏ 
بعد التعويض نحصل على : )1,04( log C, = log 1000 + 6 log‏ 
=1265DA 03!‏ ,© 
ر وضع مبلغ بفائدة %4. ما هو الزمن اللازم كي يتضاعف ALU‏ 5 
هرات ؟ 





لمل 


C, =C,(1+i)" > ع‎ 5 
6 


5=(1+i)" i=4% 








5 = (1,04) >n=_ 


الجواب 41 سنة تقريبا. 
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3- حساب القيمة الحالية لمبلغ يسدد فيما بعد. ننطلق من الدستور 
l =C,=C,(1+i)"‏ 6 
(1+i)”‏ 





تطبيق عملي 
إذا كانت قيمة سند حكومي بعد 10 سنوات تساوي 1000 دج. 


ما هي القيمة الحالية للسند علما بأن معدل الفائدة هو %5 ؟ 


اسيل 





C, 
C,=—" zmAJI ننطلق من‎ 
ا ا‎ 7 
logC, =logC, -nlogl+i) : باستخدام اللوغاريتمات نحصل على‎ 


بعد التعويض ać‏ على : (3-10108),05- logC,‏ 


4- الخصم أو الحسم : في ميدان المعاملات التجارية كالسفتجة والسد 
لأمر. يلجأ التجار le‏ إلى هذه الأوراق التجارية؛ أما المستفيد فما عليه 
إلا الانتظار حى تاريخ الاستحقاق لكي يقضي دينه. أما إذا كان بحاجة 
ماسة إلى نقود سائلة فما عليه إلا أن maż‏ الأوراق الي في حوزته GA‏ 
البنك التجاري» ويقدم له هذا الأخير المبلغ مخصوما منه مبلغا ما يشكل 
الفائدة على المبلغ المستحق. والفارق ما بين الخصم والفائدة هو أن 
الفائدة تستحق 3 هاية فترة الاستحقاق. أما mali‏ فيستحق في بادئ 
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الأمر. إذا رمزنا للقيمة الاسمية للورقة التجارية 37 والقيمة الحالية 7 وقيمة 


الخصم أو الحسم ع نحصل على : 
JtN‏ 
6000 


ل : تمثل عدد الأيام الباقية > تاريخ الاستحقاق. 

/ : تمثل معدل الخصم. 

N‏ : القيمة الاسمية للورقة التجارية. 

ع : بمثل الخصم التجاري. 

لكن العذر في هذا الحساب أن البنك يتقاضى الفائدة مقدما على مبلغ JE‏ 
قيمة الورقة التجارية والمنطق يفرض maki Ob‏ يحب أن يحسب على القيمة 


الحالية للورقة التجارية» إلى جانب الخصم التجاري هناك mali‏ المنطقي 


JIN 
أو الحقة ج‎ 
Jt+36000 | 7 





e بحيث أن‎ V=N-e 





تطبيق عملي 
1- أحسب معدل الخصم التجاري والمنطقي لورقة جحارية قيمتها ŻY!‏ 
N‏ = 17900 دج. معدل الفائدة %9 = 
عدد الأيام الباقية [ = 50. 
لمل 


JIN 50x9x17900 
= = = 223,75 DA التجاري‎ „ali 
36000 36000 "m 


JIN 50x9x17900 - 
i= 5 = الخصم المنطقي = 221 دج‎ 
° “+36000 36000+(9x50) ©” 
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الفارق ما بين الخصمين e—e'=2,75‏ 


2ت برهن على أن الخصم التجاري والمنطقي والقيمة الاسمية للورقة 
التجارية مرتبطة بالعلاقة الثالية : 1 12 1 


/ 


e e N 


الخل 


د 36000 _ 








319 


http://www.opu-lu.cerist.dz 


http://www.opu-lu.cerist.dz 





الفصل GUI‏ عشر 
تخفيض العملة La dćvaluation‏ 
تحديدها : تقوم الدولة بتخفيض العملة لمواحهة العجز في ميزان المدفوعات ما 
يؤدي إلى ryż‏ العملة الصعبة من البلاد May‏ يؤثر على m‏ الصرف» 
يفترض في تخفيض العملة أننا في نظام سعر الصرف الثابت والذي ساد العام 
بعد الحرب العالمية الثانية والذي دام ربع قرن. 
مغال 
نفترض أن سعر الصرف 1$=10DA‏ تقوم الدولة بتخفيض العملة بنسبة 
06 عندئذ يصبح سعر الصرف الحديد 1224 - 15. 
إن الهدف من تخفيض العملة هو تشجيع صادرات NJ‏ على أساس أن السلع 
الوطنية في نظر الأحانب تصبح رخيصة فيزيد الطلب عليها. إذن قيمة 
الصادرات تريد» وعلى „ŚJ‏ تنخفض الواردات على أساس أن أسعار السلع 
المستوردة تصبح مرتفعة في نظر المواطنين فينخفض الطلب عليها وتنخفض 
قيمة الواردات وبذلك يخف العجز في الميزان التجاري أي الفارق ما بين 
الصادرات والواردات. 
إن العديد من الدول المتخلفة أر ادت استخدام هذا السلاح لتقليل العجز في 
الميزان التجاري وميزان المدفوعات» لكن هذه التجارب فشلت. قام بعض 
العلماء الاقتصاديين بدراسة هذا الموضوع ووصلوا إلى النتيجة التالية لكي 
ينجح التخفيض في سد العجز في الميزان التجاري لابد من توفر الشرط التالي : 


مجموع مرونة الصادرات + مرونة الواردات >>1. 


321 


http://www.opu-lu.cerist.dz 


تطبيق عملي 
1- لدينا دولتين فرنسا وأمريكا ولدينا صادرات وواردات هاتين الدولتين 
بالنسبة للأحرى معطاة بالجدول التالي : 

















أمريكا | فرنسا العناصر 

g,=100u | 6000u‏ | الكميات 
وم | p,=150F‏ | الأسعار 

75000F | 36000$‏ القيم 








|| .18 - 577 © all am نفترض أن‎ 

السؤال 1: أحسب قيمة العجز في الميزان التجاري الفرنسي. 
déf :X-M‏ 

def :75000- (36000x 5)=—105000FF = مقدار العجز‎ 


2- تقوم الدولة بتخفيض عملتها بنسبة 120% يصبح سعر الصرف الحديد 


1 
LJ »19 = 6 FF‏ مزونة الصادرات = © ومرونة الواردات = sc‏ 


ما أثر هذا التخفيض على الميزان التجاري ؟ 
|żć dx I x‏ نسبة 
p A ip‏ / مه تثل نسبة 
التخفيض أي 20% إذن 1 CENE‏ 
p‏ 


بالنسبة لصادرات فرنسا Gm‏ 1 


x 
1 3 s اف ا‎ w o, _ dx sl 
110 صادرات فرنسا ;+ 10% وتصبح‎ 03] Pe =P, 


-82500FF =110x750 Lui 5 وحدة» قيمة صادرات‎ 
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أما واردات فرنسا فسوف تنخفض بنفس الطريقة = 0 
م ام 





4% = كلك‎ -20%x1 بره 2-2096 إذن‎ = 
M 5 p 





x 4‏ 6000 
100 
0 -6000 = 5760 وحدة قيمتها 5760x6=34560$‏ وبالفرنك 


سوف تستورد فرنسا 60001 





 240=‏ وحدة أي 


الفرنسي حسب سعر الصرف الحديد 6x34560‏ = 2073607 . 
العجز يصبح : 207360F —82500F = X - M1‏ = 1248607 
النتيجة : أثر تخفيض العملة أذى إلى زيادة حدة العجز في الميزان التحاري إذ 
ارتفع من 1050007 إلى ۴ والسبب في ذلك هو أن بجموع 


€ Feu =+ =0 : المرونتين‎ 


3- توصلت الدولة إلى تقليص العجز في Um‏ التجاري AI3 każ‏ نفترض 
ey=—‏ سب قيمة tey‏ 

العجز الحديد ف الميزان التجاري يصبح 0 د = 07000077 قيمة 
الصادرات تبقى UB‏ أي 82500 ومنه نستخلص قيمة الواردات 
M = X + déf =82500+ 70000 - 1525001"‏ 

152500 ع 5 s‏ 
وبالدولار 25416,66$= ——-, أما الكمية المستوردة 


1 25416,66 _ 4326 


إذن التغير 3( الكمية المستوردة هي 6000-4326 = 40 = 1764 
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„ -dMIM _ 1764/6000 _ 29,4 , 
" dlp 20% 





ومنه نستخلص قيمة المرونة 


تمرين رقم 2 : لدينا دولتين الجزائر LU‏ ولدينا الجدول GUI‏ الخاص 
بصادرات وواردات الدولتين : 














ألمانيا الجزائر | العناصر 
10000u 5000u‏ | الكميات 

| الأسعار‎ | 10000DA | 2000DM 

من ا X =100M‏ | القيم | 





السؤال 1 : أحسب العجز في الميزان التجاري الجزائري علما pa Ob‏ 
الصرف هو „IDM =20DA‏ 

X = pxq =10000u x10000DA =100M DA. قيمة صادرات الجزائر‎ 

M = pxq =5000x2000=10M DM قيمة واردات الجزائر‎ 

10M DMx20 = 20014 DA وبالعملة الجزائرية تصبح‎ 


: AGA إذن العجز في الميزان التجاري‎ 
def =X-M 
def =100M DA — 200M DA =-100M DA 
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2- تقوم الجزائر بتخفيض عملتها بنسبة 140% يلاحظ أن العجز في الميزان 


التحاري لم يتغير نفترض أن كبجع اجس یی .ey‏ 





الحل 
ML -1 > Sea |=10%‏ 
dplp 4 x 4‏ * 


إذن صادرات JUŻ‏ تزيد بنسبة 110% قيمتها تصبح DA‏ 11014 قيمة 
واردات الجزائر DA‏ 21014 = 110+100 - العجز + × = M‏ 

ما أن سعر الصرف ينخفض 40% إذن am‏ الصرف الحديد يصبح إذن 
.20x40% = 8+ 20 = 04‏ 

210M 182475000022 zk! قيمة واردات‎ 


28 
الكمية المستوردة الجديدة هي 0 0 وحدة 


التغير في الكمية المستوردة هي 25% ر 4 


25% 
قيمة المرونة 0,625 = = e,‏ 
ف 40% M‏ 





رين رقم 3 : يشتري شخص كمية من الدولارات بقيمة “[“[ 24500 إذا 
انخفض سعر الصرف 1FF‏ الكمية المطلوبة تزيد 508. 
المطلوب : حساب سعر الصرف. 
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J>! 
A نفترض × سعر الصرف» الكمية المطلوبة هي و‎ 
x 
أي يصبح )1-1( الكمية المطلوبة.‎ 177 © ali 


غ اا ر موعن 4500 500 
x‏ 


50x” - 50x - 4500 = 0‏ 
جذر هذه المعادلة هو x=10‏ تطبيق عملي : 





» إذا | نخفض سعر 


x-1 


500$ = 450$ + 50$ 


تمرين رقم 4 : لدينا دوال العرض والطلب على الواردات والصادرات لدولة 

T=2 Opal أن سعر‎ pz LL 

المطلوب : حساب العجز أو الفائض 3 الميزان التجاري. 
الحل 

بالنسبة للواردات : a‏ 

دالة العرض 100+ 0,650 - ۲ 

P =—0,85Q+1000 دالة الطلب‎ 

بالنسبة للصادرات : 

دالة العرض P=0,7Q+800‏ 

دالة الطلب P=-0,90+1600‏ 

نعادل العرض مع الطلب بالنسبة للواردات O=D>‏ 
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0 - ,5 600 - ,0 ج 900- 1,50 

بالدسية للصادرات نفس الشيء العرض = الطلب ج 7 دم 
P,=1150‏ 500- ,0 +800 = 1,69 

X = P,Q, - 1150*500 = 575000 قيمة الصادرات‎ 

قيمة الواردات 294000 = 600490 = M = P.Q,‏ 
بالعملة الوطنية 588000 = 2 × 294000 

إذن العجز في الميزان التحاري 13000-- „def = X-M‏ 


wyć‏ رقم 5 : لدينا دولتين أمريكا والجزائر والتبادل التجاري بينهما معطى 
بالجدول Ju‏ . 


2000u‏ 10000 الكميات 
50008 10000 
100M‏ القيم 

1$=20DA © zak am نفترض أن‎ 


1- أحسب العجز في اميزان التجاري SA‏ 

déf = X -M =100M DA-10M$x20 =100M - 200M =-100M DA 
تريد الجزائر أن تتخلص من هذا العجز بتخفيض عماتهاء أحسب معدل‎ -2 
.e, =e =1 بأن‎ lale التخفيض‎ 

نفترض x‏ معدل التخفيض إذن am‏ الصرف الجديد هو T=20(1+x)‏ 
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dX IX dM [M 
e,=l= 

dplp dp! p 

عا أن الجزائر حفضت من عملتها بنسبة 1% أي أن صادرات الخزائر ستصبح 








4, =10000(1+ ×( 

وقيمة الصادرات تصبح X=10'(1+x)=PQ‏ 

بالنسبة لأمريكا ترتفع الأسعار بنسبة 90 تنخفض الواردات بنفس النسبة 
على أساس أن قيمة المرونات تساوي الواحد. 

تصبح واردات الجزائر (× - 2000)1 = ٩‏ 

قيمة هذه الواردات M =qp=10'(1-x)‏ 

بالدينار قيمة هذه الواردات M =10'1-x(1+x)20‏ 

عا أن العجز في الميزان التجاري def(X-M)=0‏ 

إذن قيمة الصادرات -قيمة الواردات 

10'(1+x)=2:10*(1- x(1+ x) 

نختصر الطرفين بالمقدار 10*(1+x)‏ فنحصل على : 

!- 2-1-1 

إذن +  -‏ - 5096 إذن مقدار التخفيض 5096 للتأكد من صحة الجواب 
سعر الصرف wabi‏ يصبح 3014-15 -:1. 

كمية صادرات الجزائر تزيد بنفس نسبة معدل التخفيض 50% وقيمة 
صادرات الجزائر الحديدة تصبح =150M DA‏ × أما بالنسبة للواردات 
الكميات 'تتحخفض omy‏ النسبة 50% على أساس أن 1= zaje‏ الكمية 
الجديدة 1000 وحدة وسعر الوحدة 5000$ قيمتها 5۸45 وبالدينار 
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150M DA=30x5M$‏ إذن العجز في O‏ التجاري ينعدم 
.X-M=150-150=0‏ 


نفس التمرين السابق : ونفس العطيات» لكن نفترض أن 1= ٠»‏ ومعدل 
التخفيض =150% أحسب قيمة ع . 

الحل 
لكي ينعدم العجز في الميزان التجاري يحب أن تتساوى قيمة الصادرات مع 
قيمة الواردات» إذن قيمة الواردات تساوي 150M DA‏ بالدولار تصبح 
.5M$=30+150M DA‏ 


w.‏ أن سعر الوحدة من السلع المستوردة يساوي 50008 إذن الكمية المستوردة 


"qy FAJ =1000u 


5000$ 
)05 انخفضت الكمية المستوردة من 2000 إلى 1000 وحدة أي Ul‏ انخفض - 
بنسبة 50% والأسعار ارتفعت .مقدار التخفيض أي 50% إذن قيمة مرونة 
5%„ 
"M 50% |‏ 
بنفس الطريقة يمكن حساب مرونة الصادرات إذا كان LA‏ معدل التخفيض 
06 وقيمة الواردات d=‏ يمكن أن نحسب مرونة الصادرات بنفس الطريقة 


فنحصل على نفس lyk‏ 





الواردات 1= 


€, 
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تمرين رقم 4: لدينا دولتين أمريكا وفرنسا وسلعتين» أمريكا تشتري 1000 
وحدة بسعر ۴900 للوحدة وفرنسا تشتري 800 وحدة بسعر 5200 للوحدة 
نفترض أن SI -۴۴6 © mall am‏ 

[- ما هي وضعية الميزان التجاري في بادئ الأمر 


A” ;‏ | 
2- حفضت فرنسا عملتها بنسبة 450 نفترض أنه 'e,=ey=—‏ 














2 
ما هي وضعية الميزان التجاري بعد التخحفيض 
الحل 
1- قيمة صادرات فرنسا هي 900.000۴۴ =900 x‏ 1000 
قيمة واردات فرنسا هي 5 160.000 = 200 x‏ 800 
ما أنه سعر „all‏ © ۴۴6- 5 إذن قيمة واردات فرنسا هي 
x 6 = 960.000F‏ 160.000 
العجز في الميزان التجاري الفرنسي هو X-M=-60.000F‏ 
أمريكا فرنسا | 
1000u 800u‏ | الكمة 6 
900F 2005‏ | 5 
900.000F 160.000$‏ | القمة 








am -2‏ الصرف الجديد هو -FF9‏ |$ تخفيض بنسبة %50 نفترض 


-_ 1 
e بور‎ FFA, 


2 
dx/ x‏ 
بالنسبة لصادرات فرنسا ترتفع بنسبة %25= = 


که 
dplp‏ 2 
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P_.... ZĘ 


حبح صادرات فرنسا 1250 وحدة بعد الزيادة 0025 


قيمة صادرات فرنسا x 900 - FF1125000‏ 1250 


بالنسبة لواردات فرنسا تنخفض بنسبة _ 44/۸ _ 1 _ e‏ 
 dplp‏ 2 





أي نفس النسبة 5 وتصبح كالتالي: 600u=25%-800‏ قيمتها 
600u x 200$= 1200005‏ 
وبالفرنك الفرنسي بعد تخفيضه 120000u x9 = 1080000FF‏ يصبح فائض 


الميزان التجاري الفرنسي = X-M‏ 
فائض 45000FF‏ = 1080000 - 1125000 
3- احسب قيمة مرونة الواردات لكل يضمحل العجز في الميزان GA‏ 


علما بأن مرونة الصادرات تبقى على حالما = ي 


2 
الحل 
بالنسبة لصادرات فرنسا تصبح 1.125.000F‏ لكي يختفي العجز 3 الميدان 
التجاري لا بد أن تصبح قيمة واردات فرنسا نفس m‏ أي 1.125.000 





وبالدولار بعد تحسينه 5 125000 - 2 

ما أن سعر الوحدة هو 5200 إذن الكمية المستوردة هي بعد التخفيض 
125000 

حدة 625 = = 

177200 Móc 


إذن واردات فرنسا انخفضت من 800 إلى 625 وحدة أي انخفضت الواردات 


.مقدار 175-625-800 وحدة 


نسبة تخفيض الواردات الفرنسية هي ک1 21,875 
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أي أن مرونة الواردات تساوي 43,75% = 





dM/IM 21875% 
dpl p 50% 








e, = 43,75%‏ 
عندئذ يختفي العجز في الميزان التجاري الفرنسي. 


تمرين رقم 5: شركة فرنسية تطلب من البنك أن يبيع لها الماركات الألمانية 
الناجمة عن تصدير السلع إلى ألمانيا» عندما قام العميل هذه العملية كانت 
أسعار „ali‏ © كالتالي: 6,506077 - 15-6,5020 

قيمة المارك بالدولار 0,51605 - 1DM=0,5140‏ 

قيمة المارك بالفرنك 1DM=3,3500 - 3,3580FF‏ 

كما أن تكاليف الصرف تقدر 5088 لكل عملية صرف 

المبلغ في الحالة الأولى: نصف مليون مارك؛ وني الحالة الثانية 2 مليون مارك. 
هل من مصلحة عميل الشركة أن يصرف الماركات بالفرنكات مباشرة أم عن 
طريق الدولار في الحالتين؟ 

ف الحالة الثانية: نفترض أن وضع الشركة مستوردة بدل من مصدرة» المقادير 
هي نفسها 4 مليون مارك و2 مليون مارك. 

هل من مصلحة الشركة أن يشتري هما العميل الما ركات مباشرة أم بطريقة غير 


مباشرة مرورا بالدولار الأمريكي؟ 
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أ- الشركة مصدرة: 

AULI‏ الأولى: 2 مليون مارك 

بالطريقة المباشرة تحصل الشركة على IDM=3,35‏ نطرح منها 50۴۴ عمولة» 
النتيجة 1.674.950FF‏ عن طريق الدولار نحصل على 

1.670.914 F -100F - 1.671014 

من مصلحة الشركة الحصول على الفرنكات بطريقة مباشرة. 

ب- الشركة تستورد هنا أيضا نيز بين حالتين الطريقة المباشرة وعن db‏ 
الدولار الأمريكي 

في هذه JULI‏ تصرف الشركة هو عكس الحالة الأولى عندما كانت مصدرة» 
فالشركة تريد الحصول على الماركات بأقل قيمة ممكنة نميز ما بين حالتين: 
الحالة الأولى: الطريقة المباشرة أي الحصول على الماركات مباشرة فيكلفها 


1.679050F = 50F + 1679000F 

الحالة الثانية: الطريقة الغير مباشرة عن طريق الدولار تحصل على 
(lyn) - 1678648F‏ 100 + 1.678548 

إذن من مصلحة الشركة أن تحصل على الماركات عن طريق الدولار. 
في حالة المبلغ يساوي 2 مليون مارك: الطريقة المباشرة 

67160508 = SOF + 6.716000F 


الطريقة „al‏ مباشرة عن zb‏ الدولار نحصل على 6.714192 + 100 Any‏ - ۴ 
6714292 


هنا أيضا نلاحظ بأن الشركة من مصلحتها أن تحصل على الماركات مرورا 
بالدولار. 
يمكن تلخيص هذه الحالة بالمخطط التالي: 
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jc 


Wa 0000007 


Wa 000005 


Wa 0000002 


WG 000005 


s rę” (44 CCPL) عب ة‎ 


"nę" (44 0S091.'9) e? 


s rę” (dd 8P98L9'1) عب ة‎ 


"x" (44 0506.9'1) cz 


rg (44 956€899) Fez"‏ كني 


عب ة )056669'9 44( "r"‏ 


ref (dd Pl60L9'1) Fez"‏ كني 


Af (44 0S6PL9' 1) Ń عب‎ 
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تمرين عن التوازن العام 
لدينا المعطيات التالية : 
C=89+0,6y‏ 
=120-150i‏ 1 
L, =0,ly L, = 240 — 250i‏ 5 -0 
احسب دحل التوازن ومعدل الفائدة 
> 1501- 120+ بر0,6 + 89 = ر 


التوازن في سوق السلع 15 
ازن ي يبرق السلج 0,4y +150i - 9 IS‏ 


ل 5507 
نحصل على دحل التوازن Le‏ نحل da‏ المعادلتين مجهولين 
h y+150i = 209‏ 
0,1y - 2250-5‏ 
تطبيق حساب الاستثمار 60-389 !11-[ 


8 i=6%  Re=500 


M,=50  M,=225  0=275=M,+M, 

نفترض أن الاستثمار المستقل 97 - ,7 هبط من 120 إلى 97 ما أثر ذلك على 
دحل التوازن ومعدل الفائدة 

y=89+0.6v + 97-150 > 0.4 بر‎ +1507 - 6 

بالنسبة للسوق النقدي لا يتغير شيء 

حل هاتين المعادلتين مجهولين يعطي 

9 —250i = 35 


=> i = 4% Re = 450 
0.4y +150i=186 
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النتيجة: عندما ينخفض الاستثمار نلاحظ أن معدل الفائدة ينخفض وكذلك 
دخل التوازن 
بينما لو زادت الكتلة النقدية يؤدي ذلك إلى زيادة الدحل القومي وانخفاض 





معدل الفائدة. 
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الفصل الخاي zie‏ 
عمليات البورصة 


هناك نوعان من العمليات بحري داحل البورصة : 
1- العمليات العاجلة: وهي العمليات GH‏ تتم فورا فيجري تسليم 
الأوراق المالية وقيمة هذه الأوراق خلال فترة لا تتجاوز 48 żelu‏ 
إذا ما تم الاتفاق بين المتعاملين عن طريق السماسرة. 

2- العمليات الآجلة: تتميز هذه العمليات في أن دفع الثمن وتسليم 
الأوراق المالية لا يتمان لدى عقد الصفقة بل بعد فترة من الزمن 
تعين مسبقا وتدعی موعد التصفية. هذه العمليات تعتبر ra JUU‏ 
لعمليات المضاربة. إن أهم العمليات الي يجري التعامل يما في 
السوق الآجلة هي: 

أ- العمليات الباتة أو القطعية Les općrations fermes‏ 


Avec prime بشرط التعويض‎ Ua ب-‎ 


العمليات الباتة أو القطعية: 

هي العمليات الي حدد تنفيذها موعد ثابت يسمى موعد التصفية يلتزم 
المتعاقدون في هذه العمليات بدفع الثمن وتسليم الأوراق المالية موضوع الصفقة 
ولا يمكنهم الرحوع عنهء لذلك فالمتعاقدون في البيع والشراء البات معرضون 
لخسارة غير محددة. نفرق هناك ما بين المضارب الشاري والذي يضارب على 
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ارتفاع „LI‏ الأوراق المالية والمضارب البائع الذي يضارب على انخفاض 
الأسعار فإذا انخفض السعر 3 البورصة يخسر المضارب الشاري وقي حالة 
ارتفاع السعر m‏ المضارب البائع. إن المضارب يدحل بصفقات تتناول U‏ 


ضخما لذلك فمقدار الخسارة كالربح كبير جدا. مثال 


بالنسبة للمضارب الشاري: نفترض متعامل يضارب على ارتفاع أسعار 
الأوراق المالية يشتري منذ الآن عدد من الأوراق الالية (n)‏ بسعر يحدده الآن 
۸ نفترض سعر الورقة يوم التصفية (x)‏ )03 دالة الربح =n(x-4)‏ ,بر فإذا 
كانت 4(× يحقق المضارب الشاري ربحا وني حالة العكس يخسر. 


بالدسبة للمضارب البائع: يبيع منذ الآن عدد من الأوراق (M) AU‏ بسعر 
يحدده منذ الآن 8» نفترض + سعر الورقة المالية يوم التصفية. إذن مقدار الربح 
هو =m(B-x)‏ ربر. فإذا كانت x(B‏ يربح المضارب البائع وقي حالة العكس 


العمليات الآجلة بشرط التعويض 
هي العمليات الي JE‏ المتعاملين في سوق البورصة غما بتنفيذ العقد يوم 
التصفية أو بالاقناع عن تنفيذ العقد لقاء تعويض يعين مقداره مسبقا. هنا أيضا 


نفرق ما بين المضارب الشاري والمضارب البائع مثال 
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LJ‏ مضارب شاري يشتري 100 سهم بسعر 5200 للسهم مع تعويض قدره 
0 للسهم يوم التصفية. لدينا ثلاث حالات: 

الحالة الأولى: إذا كان سعر السهم يوم التصفية يفوق 5200 سوف يقوم 
المضارب الشاري بشراء الأسهم 5200 ويبيعها فورا بقيمة 5250 للسهم ويحقق 
ربا قدره 550 للسهم وبالنسبة 100 سهم مقدار الربح يكون 55000. 

الحالة الثانية: ينخفض السعر إلى ما دون 5200. نفرق ما بين حالتين" AU‏ 
الأولى سعر السهم أقل من قاعدة التعويض. 

قاعدة التعويض-سعر شراء السهم-مقدار التعويض. فإذا كان مقدار التعويض 
0 للسهم و إذا كان am‏ السهم يوم التصفية 5190-510-8200 وما دون 
المشتري يفضل دفع التعويض وقدره $1000-100x10‏ بدلا من أن يخسر مبلغا 
كبيراء لقد cwi‏ هذه العمليات الآجلة بشرط التعويض للتخفيف من حدة 
النسازة . 

أما إذا كان سعر السهم يوم التصفية يتراوح ما بين 190 و5200 يفضل المشتري 
أن ينفذ العقد لأن خسارته تكون حفيفة مثلا 8195-× إذ يخسر المضارب 
الشاري 55 بالسهم و5500 بالصفقة. 


ZU‏ للمضارب البائع: يبيع هذا المضارب 100 سهم بسعر 5200 مقدار 
التعويض SIO‏ بالسهم هنا أيضا نفرق ما بين ثلاث حالات: 
الحالة الأولى: سعر السهم يوم التصفية أقل من 5200 عندئذ يحقق البائع ربحا 


قدره 52000-(100)180-200-ولا. 
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الحالة الثانية: يرتفع سعر السهم و نيز ما بين حالتين: 

الأولى: إذا كان سعر السهم يتجاوز 5210 -200+10 

فالبائع يفضل دفع التعريض و قدره 51000-100810 

الثانية: إذا ارتفع السعر و كان ما بين 5200 و5210 للسهم فالبائع يفضل تنفيذ 


العقد لأن خسارته تكون بسيطة مثلا am‏ السهم 8205 إذن مقدار الخسارة 
Y»=100(200-205)=-500$‏ 


العمليات المركبة 
نقول أننا أمام عملية مركبة إذا كان نفس الشخص يشتري و يبيع نفس الأسهم 
و تاريخ التصفية يكون موحدا لكافة العمليات من شراء و بيع: باتة أو بسعر 
التعويض. 
مثال: يشتري شخص 200 سهم بسعر 5500 للسهم بات و يبيع 300 سهم بيعا 
باتا بسعر 5400 للسهم. 
السؤال: ما هي محصلة العمليتين: 
بالنسبة لعملية el „EJ‏ دالة الربح (500- »)200 = ,لر 
بالنسبة لعملية البيع دالة الربح (- 300)400 = وبر 
نفك الأقواس فنحصل على 100+ 20000 = z =100(200- x)‏ 
محصلة العمليتين z=100(200-x)‏ 
هي عملية بيع 100 سهم بسعر 8200 فإذا كان السعر يوم التصفية أقل من 5200 
يربح المضارب:قي حالة العكس يخسر. 
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تطبيق عملي 

نفترض am‏ السهم يوم التصفية X=100$‏ 

محصلة العمليتين 10000$+= z=100(200-100)‏ 

بالنسبة لعملية الشراء: 80000$- = (200)100-500 = y,‏ 
بالنسبة لعملية البيع: 90000+ = (300)400-100 = يبر 
الفرق بينهما 80000-90000 = 100005 ربح الشخص. 


Jia‏ 2 : يشتري شخص 200 سهم بسعر 8500 للسهم و سعر التعويض 820 و 
يبيع 300 سهم بسعر 5400 للسهم 

وسعر التعريض 520 للسهم. 

السؤال: ما هي محصلة هاتين العمليتين. بالنسبة للعملية الأولى لدينا المحطط 
التالي : 


منطقة ريج" تصن و AM PELE. AMOR‏ 





m5‏ و.يدفع التعريض -Goof‏ برح 
4 عملية ١‏ 
ملا مک وك tło‏ وك يدايع 
يخسر و ينفذ العقد 


341 


http://www.opu-lu.cerist.dz 


نقسم امحصلة إلى ثلاث مناطق : 
المنطقة الأولى : 4208( lać‏ العمليتين هي: 
z - 4000+ 3000400 - x) = 116000-300‏ 
محصلة العمليتين عبارة عن : z, =300(386,66-x)‏ 
عملية بيع 300 سهم بسعر 386,66 يربح المضارب إذا كان السعر أقل من 386,66 
ويخسر في ال حالة الأخرى. 
المنطقة Gil‏ : 420))480 في هذه الحالة المضارب يخسر 
10000$— = 4000—6000—= رج مهما كان الثمن. 
المنطقة الغالغة : X)480‏ 
z, =-6000+200(X —500)‏ 


z, = -6000 + 2006-0 
z, = 200x +106000 = 200(x -530( 


محصلة العمليتين هي عملية شراء 200 سهم سعر السهم 5308 يربح المضارب 
إذا كان السعر يفوق 5305 وفي حالة العكس يخسر. 
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الخطوط البيانية 


ر 





تمرين رقم 3 : يقوم مضارب بالعمليات التالية : 
يشتري 200 سهم بسعر 5005 للسهم شراء بات 
يبيع 300 سهم بسعر 4005 للسهم بيع بات 
يشتري 400 سهم بسعر 4008 بسعر التعويض 205 للسهم 
يبيع 100 سهم بسعر 3005 بسعر التعويض 205 للسهم 
السؤال : ما هي محصلة العمليات الأربع التالية أرسم الخطوط البيانية نبداً 
.محصلة العمليتين CZ‏ : 
z = 200)+-500(+300)400-(‏ 
z = 200x -100000 + 120.000 - 300‏ 
z =20000-100x = 100)200 - x)‏ 


2 
2 
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محصلة العمليتين هي عملية بيع باتة سعر السهم 2005 يربح المضارب إذا كان 
السعر يوم التصفية أقل من 2005 ويخسر في الحالة المعاكسة مثلا إذا كان 
السعر يوم التصفية 1008 فربح المضارب 100(200-100)=10000$= „z‏ 
بالنسبة لعملية الشراء : 

0- = )400-(200= ,ر 

بالنسبة لعملية البيع : محصلة العمليتين هو ربح قدره 

90000-80000 = 1000024 | y, = 300400-100(- 0 

ندرس محصلة العمليتين الأخيرتين والخاصة بعمليات التعويض ونرسم الخطوط 
البيانية لكل عملية على حدة فنحصل على: 


يربح وينفذ العقد يخسر 8000$- 


: لدينا ثلاث مناطق‎ 
X(320 : المنطقة الأولى‎ 
z, =-8000+100(300— x) 
z, =-8000+ 30000 —100x 
z, =100(220- x) 
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محصلة العمليتين هو بيع 100 سهم بسعر 2208 يربح إذا كان السعر أقل من 
0 ويخسر في الحالة المعاكسة. 
المنطقة الغانية : 320(X(380‏ 
„z, =-8000— 2000 - - 4‏ 
المنطقة الغالغة : X)380‏ 
z, =-2000+400(X —400)‏ 

z, =-2000+400X —160000‏ 
z, =400x 162000 = 400(x — 405)‏ 
LU‏ عملية شراء 400 سهم بسعر 4055 للسهم يربح إذا كان السعر 405( 
و يخسر إذا كان 405)م . 


محصلة العمليات الأربع 
نأحذ محصلة العمليتين الأوليتين وكذلك محصلة العمليتين الأخيرتين ونحسب 
محصلة هاتين العمليتين : .z=100(200-x)‏ 
بالنسبة للعمليات مع التعويض لدينا ثلاث مناطق : 
z, -100)220-«(‏ 
z, =—10000‏ 
z, =400(x—405)‏ 


محصلة العمليات الأربع : عبارة عن محصلة المحصلتين „miu‏ بدورها إلى 3 
مناطق : 
المنطقة الأولى : 320)× 


z, =100(200- x)+100(220- x)> z, = 200)210-( 
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320(X(380 : المنطقة الغانية‎ 
z, =100(200-x)-10000 
2, =10000—100x =100(100— x) 
X)380 : المنطقة الغالغة‎ 

„ =100(200- (+ 400(x — 405) 
,و‎ =300(x — 473.33) 


[SJ 


m‏ الخطوط البيانية 


تطبيق عملي : نفترض أنه يوم التصفية تحدد am‏ السهم بالمقدار 2005 = × 
محصلة العمليات الأربع تكون على الشكل التالي. 
بالنسبة لعملية الشراء الباتة : يخسر المضارب مقدار : 
y, = 200)200-500( - -05‏ 
بالنسبة لعملية البيع الباتة : 
05+ - (300)400-200 = يبر 
محصلة العمليتين يعادل الصفر : 0 -(200 -100)200- z=y,+y,‏ 
بالنسبة لعملية الشراء بسعر التعويض : يخسر مقدار 208 بكل سهم وب 400 
سهم يخسر 8000$-= ,ل . | 
بالنسبة لعملية البيع بالتعويض : 
100(300—200)=10000$= يبر 
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المحصلة هي ربح قدره 20005 = 10000-8000 كما يبين المنحئ نحن عنطقة 
ربح. أما إذا كان سعر السهم 3005 فنحن 3 منطقة حسارة قيمتها : 

بالنسبة للعمليتين الأوليتين الخسارة هي : 10000$-—=)100(200-300 
بالنسبة لعملية شراء بالتعويض الخسارة هي 8000$ أي .400x20=‏ 

بالنسبة لعملية بيع بالتعويض لا يوجد لا حسارة ولا ربح. 

إذن المحصلة للعمليات الأربع هي حسارة 18000- = 8000-10000 - 


EN? 


2e 
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مسائل b‏ حت ق الامححانات 


دورة عام 1980 


مسألة رقم 1 : LN‏ مصفوفة المعاملات الفنية لثلاث قطاعات. 


128 0,09 0,25 0 
لدينا ايضا متجه A=|0.19 0 0,14| D=|400‏ 
150 0 0,05 0,2 
الطلب النهائي 
السؤال : أحستب إنتاج كل من القطاعات الثلاث ؟ 
الخل 





الشكل العام للمعادلات على شكل مصفوفات هو X=AX+D: JUS‏ 
: مل انتاج كل قطاع. 
9- 0,02- 1 
EFA‏ مصفوفة المعاملات الفنية. | 0,14- 1 0,19-|=]4- [I‏ 
1 0,05- 0,10- 
mu kę: D‏ الطلب النهائي. 
نستخلص إذن X=|I-A'D = D=X(I-4A)  :‏ 
نحصل على إنتاج كل قطاع إذا ضربنا المصفوفة المقلوبة متجه الطلب النهائي 
0,095 0,025 1,014 


فنحصل على : | 0,160 1,012 1-4]'|0,208[ 
1,017 0,053 0,112 
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نحصل على جدول ليونتيف احذين بعين الاعتبار مصفوفة المعاملات الفنية A‏ 
والطلب النهائي D‏ وبذلك نتأكد من صحة gl‏ الى حصلنا عليها بشأن 
انتاج القطاعات الثلاث. 


128] [X, =154 
[1 - af" | 400 |= | X, = 456 
150| |X,=188 


نعيد صياغة جدول ليونتييف 











الانتاج | الطلب | الاستهلاك القطاع | القطاع | القطاع [ 
الكلي | se‏ الوسيط | GU! L cji‏ الأول 
154 | 128 | 26 | 169 | 94 0 الأول 
gu | 293 | 0 | 263 | 556 | 400 | 456‏ 
ww | 154 | 228 | 0 382 | 150 | 188‏ 
القيمة 
| 678 | 6782 | 1448 | 42441 | 1093 
المضافة 
798 | عل 188 | 456 | 154 | zuw‏ 























مسألة رقم 2 : يتحمل مشروع نفقة كلية معطاة بالمعادلة : 

6p? +24‏ - أو = CT‏ 
السؤال الأول : أحسب النفقة المتوسطة والحدية ؟ أين يتقاطع المنحنيان © 
السؤال الثاني : نفترض أن المشروع يعمل في b‏ المنافسة الحرة» تحدد السعر 
في السوق 24 = م . برهن على أن ربح المنتج يمكن أن gaj‏ عنه إما 


349 





http://www.opu-lu.cerist.dz 


ب [(p-CMa)dp‏ دج 
أو ب z=p(p-CMo)‏ 
السؤال الثالث : نفترض أن المشروع يعمل في وضع احتكاري. الطلب على 
السلعة معطى بالمعادلة التالية : p=32-9‏ 
ما هو حجم الانتاج الأفضل الذي يعظم ربح الحتكر ؟ أحسب قيمته ؟ 
السؤال الرابع : أحسب مرونة الطلب السعرية. برهن على أن الايراد الكلي 
يزيد مع حجم الانتاج إذا كانت المرونة أقل من الواحد الصحيح 1 > 6 
الخل 
دالة النفقة الكلية م24 + ”م6 - م = 01 
دالة النفقة المتوسطة 24 +66 - ”م = C°CM0‏ 
دالة النفقة الحدية 120+24— 302 = CMa‏ 
يتقاطع منحن النفقة الحدية مع منحئ النفقة المتوسطة عندما بحر هذا 
الأحير بحده الأدن. رياضيا يعبر ae‏ بأن نعدم مشتق دالة النفقة المتوسطة 





3= م ج 0 - 6-م2 = (CMo)‏ 
وبذلك نستخر ج قيمة النفقة المتوسطة = النفقة الحدية = 15 في هذه النقطة. 
الربح الافرادي = سعر السلعة - النفقة المتوسطة. 
الربح الإجمالي = الربح الافرادي × الكمية المنتجة = الايراد الكلي — النفقة 
الكلية 

?69+ 3م- = +69-24)p‏ 2م -24) = 7 
الربح الاجمالي = تكامل دالة الربح الحدي. 
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“م6 + [3p +129)dp=-p'‏ = 
تعظيم دالة الربح يفترض أن نعدم مشتق هذه الدالة. 
9=4 و 0م ج0--12+:م3 دج 
وهكذا نحصل على قيمة الربح وتساوي 32 - 7 
يمكن أن نصل إلى نفس النتيجة عندما نعادل النفقة الحدية مع السعر أو الايراد 
الحدي. 
في ظل الاحتكار شرط تعظيم الربح أن نعادل النفقة الحدية مع الايراد الحدي أو 
نحسب دالة الربح الاجمالي ونعدم هذه الدالة فنصل إلى نفس النتيجة. 
80+ "59+ م = (24 - و6 + م م - 0)32 = جر 
4 - مج 0 - (8 +م10+ 302 د نر 
فالكمية p=4‏ تمثل حجم الانتاج الأفضل الذي يعظم دالة الربح. 
وبذلك نستخلص GS‏ العناصر. سعر السلعة = 28 = 4 - 32 -م 
الايراد الكلي = 112= 28×4 - م »ام = R1‏ 
النفقة الكلية = CT =64-6x16+24x4=64‏ 
الربح الاجمالي = 48 = 112-64= R1 - C7‏ = 7 
بمكن التوصل إلى نفس النتيجة عندما نعادل النفقة الحدية مع الايراد الحدي. 
دالة الايراد الكلي : *329-09= RT‏ 
دالة الايراد الحدي : 32-2 - RMa‏ 
النفقة الحدية = الايراد الحدي ‏ ج- 24 +32-260-362-1260 
8- # ج 4 - م ج 0 - 8- م10- ?39 
حساب مرونة الطلب السعرية p=32-0>9=32-p‏ 
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do dp p_ 32-9 
—-1 e=—x—=——— معادلة المرونة‎ LJ 
dp dp o p 3 


ان دالة الايراد الكلي تتزايد حسب اشارة دالة الايراد الحدي فإذا كانت موجبة 
يزيد الانتاج الكلي وإذا كانت سالبة ينقص. وبذلك نحصل على الجدول 
gul‏ : 


3 





00+ 16 0 | الكمية 





ج 0 + 32 | الايراد الحدي 





Asz * "7 RM‏ | الايراد الكلي 


ننطلق من المعادلات التالية : 
دالة الايراد الكلي RT=pxg‏ 
دالة الايراد الحدي = RMa = (R7)'‏ 


RMą = pep 
dp 





RMa>0ż p> 
dp 


لكي يزيد الايراد الكلي WY‏ من أن تكون إشارة الايراد الحدي موجبة. نقسم 


والكمية هذه هي سالبة. إذا قسمنا طرق المتراجحة على كمية سالبة نغير إشارة 


© نصل إلى النتيجة التالية : 


المتراجحة لكن هذه الكمية تمثل By M‏ )2 
dp‏ 


p 
© > 1 يجب أن يكون الطلب غير مرن.‎ 
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الخطوط البيانية 
نرسم المنحنيات الأربعة التالية : 
منحئئ الطلب» منحئ الايراد „GALI‏ 
منحئ النفقة المتوسطة ومنحن النفقة الحدية. 


ربح امختكر = مساحة المستطيل ABCD‏ 48 > 4 )16 — 28( = 


DŁ Z zz w, 0 I ظل المنافسة‎ 3 
kip © © 
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دورة عام 1981 


مسألة رقم 1 : لدينا دالة الانتاج .20/1 - ى 
واسعار عوامل الانتاج 9= ,رم 4= px‏ 
1- أحسب كمية العمل وراس JW‏ اللازمين لانتاج الكمية 4-100 ؟ 
2- ماهو حجم الانتاج الأفضل الموافق لنفقة كلية = 504 CT=‏ ؟ 
3- أحسب النفقة المتوسطة والحدية بدلالة حجم الانتاج ى ؟ 
الحجل 
© نريد أن نبحث عن الحد الأدن النفقة انتاج الموافقة لحجم انتاج معين 
9=100. 
نشكل صيغة لاغرانج  V=9L+4K+A(100-20LK)‏ 
لتعظيم هذه الدالة نعدم المشتقات الحزئية الأولى فنحصل على : 








1/2 
0- )&4- _ 9 
aL L‏ 
1/2 
0- 8 عه SE‏ 
OK K‏ 
نشكل النسبة بينهما للتخلص من المعامل A‏ فنحصل على : 
E‏ 
L‏ 4 
2/1 = 100 ج 0 - .21/11 1100 AV‏ 


6 
نعوض K‏ بقيمتها فنحصل على : 4۸1 = 10000 - 9/7 
نأحذ الجذر التربيعي فنحصل على : 
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K= 00ے گا ر ے ور‎ =3 3L 


وهكذا نحصل على قيمة النفقة الكلية CT=9L+4K=600‏ 

© نفترض أن نفقة الانتاج = 504 = CT‏ 

المطلوب حساب اقصى انتاج مكن. نشكل صيغة لاغرانج : 
V =2 KL + 4(504-9L- 4K)‏ 

نعدم المشتقات الحرئية ا" 


نحن أمام جملة معادلتين محهولين بحلهما نحصل على : 
=9L+4‏ 504 
AV _504-9L1-4K=0=> R‏ 
9L=4K‏ 8 
4 - وى 28= L=63‏ 
© حساب النفقة المتوسطة والحدية رت 


ننطلو من المعادلات الثلاث التالية : 
نعوض ۸K‏ بقيمتها في كل من دالة KL‏ 2= 3 


CT =9L+4K 
i ودالة النفقة الكلية فنحصز‎ 7 WY! 
9L=4K على‎ i e 


CT=9L+4L=18L=69 
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3=2|1L—=3L>L= 
4 


o 
يم‎ 
w | Go 


وهكذا نحصل على قيمة كل من : 

النفقة المتوسطة : 6= = وين 

النفقة الحدية : 6= (69) = CMa‏ 

ومنها نستنتج أن النفقة المتوسطة = النفقة الحدية = 6. 


مسالة رقم 2 : مشروعان يتقاسمان السوق. 
دالة الطلب : p=400-2x‏ 
لدينا نفقات انتاج كل مشروع 207 - CT‏ و 227 - ,€1 
السؤال :ما هو حجم انتاج كل مشروع لتعظيم الربح في الحالات الثلاث 
حسب مفهوم كورنوء ستاكلبرغ وبولي ؟ 

J— 
ربح كل مشروع = الفارق ما بين الايراد الكلي والنفقة الكلية.‎ 

171-07 دعر 


I= [400 - 2) + x), 220 
z, = [400- 2) + x,)]x, - 22 
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۸ : حسب مفهوم PŚ‏ 
كل مشروع يريد تعظيم ربحه بدون أن يأحذ بعين الاعتبار استراتيجية المشروع 


الآخر. تعظيم دالة ربح كل مشروع يفترض أن pow‏ المشتقات الحزئية الأولى. 


(x 





°F _380-4x,-23,=0| |» =95-% 
b, 5 2 
9%: -400-2x,-8x,=0| | -50- 
û : 1 4 


x, =80 x= x +x,=110 u = 12800‏ 
x, =30 p=180 T= 3600‏ 
T= TU + Ta- 16400‏ 
الخطوط البيانية 
نر سم byle‏ البيانية التالية : 
رد فعل المشروع الأول 95-37= x‏ 
رد فعل المشروع الثاني 50-4= x‏ 
هذان المستقيمان يتقاطعان في النقطة Ę fo I‏ 










X30 (x, -80, x,=30) : إحدائياتا هي‎ 


z 
Ka 








چ 
tw (o be 1‏ 3% 20 


http://www.opu-lu.cerist.dz 


8 : حسب مفهوم ستاكلبرغ 
يعتقد كل مشروع بأنه مسيطر والآخر تابع له. 


JI AULI‏ المشروع الأول هو المسيطر. يأحذ yw‏ الاعتبار استراتيجية 
المشروع الثاني x,=50-9‏ 
نعوض ذلك في UL‏ الربح فنحصل على : 280-22 = m,‏ 


تعظيم هذه الدالة يفترض أن نعدم المشتق 0 ; ذه وود mj =280- 3x,‏ 


80 360 
wać dać «120 
aa "TĘ 





m, =13067 , r, - 2306 , 


الحالة الثانية : المشروع الثاني هو المسيطر. يأحذ yw‏ الاعتبار استراتيجية 
x ٤‏ 
المشروع الأول 9 
نعوضها بدالة الربح فنحصل على : =210x, - 3x;‏ ر7 
تعظيم هذه الدالة يفترض أن pow‏ المشتق ج 0 = ر×6 - 210 = zj‏ 
155 


X,=35 , xx =— 


> > 7512012 , #75 
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C‏ حسب مفهوم بولي 











من مصلحة المشروعين أن يتفقا لتعظيم الربح الاجمالي. 58 
4x3‏ — 22 — ,4001 + 380 = 7 
نعدم المشتقات الحزئية الأولى فنحصل على : 
sk 58‏ 0= 25 380-4 = 1 
e, m =17100 7; -0‏ 40-25 2 
يمكن تلخيص كافة الحالات في الجدول dw‏ : 
اا 1 
الحالات ربح كل e‏ الانتاج السعر 
مشروع | المشروعين ا 
12800 
A>‏ ووو ł‏ 3600 16400 110 180 
1 13067 15873 120 0 |„ 
الأولى 1 2806 
حالة ستا ركلبرغ | 12012 15697 | 112:5 175 
الثانية || 3675 
NET‏ 17100 18100 95 20 
حالة يولي 2 p‏ 1000 
عدم الاتفاق 1 11511 14077 | 1283 | 143:4 
]| 2566 
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مسالة رقم 1 : LJ‏ دالة المنفعة الكلية : u=4xwy=x*-3y?‏ 
لدينا دخل المستهلك : R=45‏ 


P, =3 7, =2 : أسعار السلع الافرادية‎ LJ 
السؤال : ما هي الكميات الواحب شراؤها من قبل المستهلك للحصول على‎ 
اقصى منفعة كلية ؟‎ 


الخل 
نريد تعظيم دالة المنفعة الكلية تحت قيد دخل المستهلك. 
الطريقة الأولى : طريقة لاغرانج 
دالة دحل المستهلك R=wp,+yp,‏ 
بعد التعويض تصبح الدالة 2x + 3y‏ = 45 
نشكل الصيغة V=4xy-x* -3y + 4(45—2x-3y)‏ 
نعدم المشتقات الحزئية. الأولى فنحصل على : 





ع6 
=4y-2x-24=0%4=2y-x‏ — 
Ox‏ 


ع6 
—=4x-6y-34=0%4=-2y+>yx‏ 
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57 45=2x+3y 
——1=45-—2x-3y=0*% -7 
21 +ع دن‎ 4 


نحن أمام جملة معادلتين بجهولين بحلهما نحصل على : 
كمية السلعة الأولى : 2 - ×» كمية السلعة الثانية : 7= بر 
المنفعة = u=45‏ 
الطريقة الثانية : طريقة التعويض. 
ننطلق من Ab‏ الدحل : 45=2x+3y‏ 
: 2 
تحسب ر بدلالة ر اي y=15->x‏ 
R)‏ 
نعوض ر بقيمتها ني دالة المنفعة الكلية فنحصل على : 
2 3 
4x) x +15(- -3)-22+15(* =‏ دن 
3 2 
ıı =-5x?+120x -5‏ 
لتعظيم هذه الدالة نعدم المشتق فنحصل على : 


u =-10x+120=0> 


ومنها نحصل على دي + cy=7‏ المنفعة = 45 = u‏ 


مسالة رقم 2 : لدينا دالة الانتاج g=4k*LP‏ 
وأسعار عوامل الانتاج 3= py =2 p,‏ 
السؤال : أحسب الحد aS!‏ للنفقة الكلية الموافقة pah‏ الانتاج. 


93=100 


- أحنتب النفقة المتوسطة والحدية بدلالة حجم الانتاج 4 . 
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ملاحظة : المقدار 19.7 


لفل 


دالة النفقة الكلية CT=2K+3L:‏ 





نريد أن نقلل من النفقة الكلية تحت قيد حجم الانتاج 9-100 . 
نستخدم مضاعف لاغرانج. نشكل الصيغة : 

V = (2K +3L)+ 1)100 - 4K 7L) 
لتعظيم هذه الدالة نعدم المشتقات الحزئية الأولى‎ 





GK K 0 
AV _ _4 E 4, K 2/3 
61 3 (L "7 Lb 
AV 


— =100-4K 1" =0 
02 

من المعادلتين الأوليتين نشكل النسبة ما بينهما فنحصل على : 
L ;‏ 2 
RO‏ 


3 
من المعادلة الأخيرة نحصل على : 
4kPLB = K2 3 = 25‏ = 100 
نرفع هذه المعادلة إلى قوة 3 اي نكعبها. ۸1 = )25( 


نعوض 1 1-3 فنحصل على : =9L'L=9L' L=‏ )25( 


حسب الملاحظة ۷9 








K=3L=27 كذلك‎ 1=25x=9 إذن‎ 
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CT=2K+3L=31 : الكلية‎ Aaa) du Lu 
CT=81 : a 3-100 إذن الحد الأدنى للنفقة الكلية الموافق لحجم الانتاج‎ 
حساب النفقة المتوسطة والحدية بدلالة حجم الانتاج.‎ © 


تتطلق من مجموعة المعادلات التالية : 3الم 4/73 = ى 


CT =2K +3L 
K+3L 
: بقيمتها في كل من دالة النفقة الكلية ودالة الانتاج فنحصل على‎ K نعوض‎ 
تايرودو‎ LF تو ج‎ - 4K L=4 0و‎ 


2 

< ده إله- القله- و دو - نو 
100 9 
نعوض L‏ بقيمتها في دالة النفقة الكلية فنحصل على : 

CT =91 كلة‎ 

100 
وبذلك نحصل على كل من الدوال التالية : 
دالة النفقة المتوسطة : ê‏ 

9 100 


دالة النفقة الحدية : ل = CMa = (CT)‏ 
100 


نلاحظ 3 هذا المثال بأن التفقة المتوسطة = النفقة dw = gali‏ 
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دورة عام 1982 


مسالة رقم 1 : لدينا حدول ليونتيف JU‏ وكذلك الطلب النهائي لكل قطاع؛ 
نفترض أن الطلب النهائي يزيد „że‏ 100 بكل قطاع. 


السؤال الأول 4 ما اثر هذه الزيادة على حجم انتاج كل قطاع ؟ 














السؤال الثان : اعد صيغة جدول ليونتيف بعد الزيادة ؟ 
:— 
zwy‏ | الطلب النهائي | القطاع الثاني | القطاع الأول 
1000 | 300 500 0 | القطاع الأول 
2000 1100 500 0 | القطاع الثاي 
l‏ 1400 1000 400 القيمة المضافة 
3000 جه | 2000 | 1000 الانتاج 














: ,0 0,2 
نحسب مصفوفة المعاملات الفنية |>4 


0,4 0,25 

5 0,25— 0,8 
POWA‏ = =|1-4 
كسب المصفوفة ]4 7[ | 0.75 0.4 | ]4 | 


نحسب كذلك مقلوب هذه المصفوفة "[4 -/] 


3 1 
2 X, =D +-D, 

[- 4] =" 12 i 5 
14/5 8/5 x kę „Śp 
2 5 1 5 2 
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إذا زاد الطلب النهائي بكل قطاع مئة يزيد الانتاج ونحصل على المعاملات 
التالية : 
X, + AX, = (D, +100) + z (D, + 100)‏ 
8 4 
X, +AX, = ZUD, +100) + 5 (D, +100)‏ 


وهكذا نحصل على الزيادة في حجم انتاج كل قطاع. 
AX, =150 +50 = 0‏ 
AX, =80+160 = 240‏ 
يصبح الانتاج بعد الزيادة i JU‏ 
0= كلذ + X, + AX, = 0 , X,‏ 
يمكن أن نصيغ جدول ليونتيف الجديد آخذين yw‏ الاعتبار مصفوفة المعاملات 








الفنية. 

القطاع القطاع الاستهلاك الطلب 

الانتاج 

الأول Ul!‏ الوسيط النهائي 
القطاع الأول 20 | 560 | 800 | 400 | 1200 
القطاع الثاني 480 560 1040 | 1200 2240 
القيمة GLAL‏ 480 1120 1600 1600 | 
الانتاج 1200 2240 لله 3440 


























مسألة رقم 2 : بائع جرائد يشتري الحريدة بنصف دينار ويبيعها بدینار. إذا لم 
تباع يردها ويأحذ 0 دج. لاحظ البائع أنه يبيع W‏ حسب الجدول 
gul‏ : * * 

السؤال : ما هي أفضل كمية يشتريها البائع لتعظيم ربحه الوسطي ؟ 
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امحل 





نملا الجدول رقم 1 ثم الجدول رقم 2. 







































































عدد الجرائد الايام التي بيعت الاحتمال 
0 3 %3 
10 17 %17 
20 | 37 %37 
30 | 29 %29 
40 12 %12 
| 0 
1 50 1 2 %2 
مجموع الأيام = 100 يوم %100 
جدول رقم 1 : 
0 10 20 30 40 50 
0 0 0 0 0 0 
3- 5 5 5 5 5 
6- 0 10 10 10 10 
-j -9‏ 7 15 15 15 
12- 4 12 20 20 
15- 7 1 9 17 25 








الحساب الربح الوسطي نضرب الكمية المباعة UL>L‏ فنحصل على الجدول 
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النتيجة حساب الربح الوسطي الكمية المشتراة 

10 8 (5)37%+(5)29%+(5)12%+(5)2% 476 
(-3)3% +(5)17% 

20 +(10)29%+(10)12%+(10)2% 8:16 
(-6)3%+(2)17%+(10)37% 

30 +(15)29%+(15)12%+(15)2% 8:60 
(-9)3%+(-1)17%+(7)37% 

40 +(12)29%+(20)12%+(20)2% 6:72 
(-12)3%+(4)17%+(4)37% 

50 +(9)29%+(17)12%+(25)2% 3:88 
5 (-15)3%+(-7)17%+(1)37% 

النتيجة : من هذا لحدول الأخير نستنتج أن أفضل كمية يشتريها البائع لتعظيم 





ربحه الوسطي هي الكمية 30 جريدة لنه يقابلها ربح وسطي قدره 8:60 دج. 
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دورة عام 1982 الاستداركية 


مسألة رقم 1 : لدينا دالة المنفعة الكلية : u=2xy‏ 

p,=2  , p,=l : واسعار السلع الافرادية‎ 

لدينا دحل المستهلك : 10 -2/ 

- احسب الكميات × و رر الي يحب أن يشتريها المستهلك لتعظيم منفعته 
الكلية ؟ أحسب قيمة المنفعة الكلية ؟ 

- نفترض ان am‏ السلعة الثانية تغير واصبح 2= ,2 » ما هو الحد الأدن 
لدحل المستهلك لكي يحصل على نفس النفعة الكلية كما gry‏ 
السؤال الأول ؟ 

اللخل 

1- نحسب دالة الدحل : R=xp,+yp,‏ 

بعد التعويض نحصل على : 10=2x+y‏ 

نريد تعظيم دالة المنفعة الكلية تحت us‏ الدحل. هناك طريقتان لحل هذه 

المسالة : 

الطريقة الأولى : طريقة التعريض. 

zla‏ من دالة الدحل ونحسب ر بدلالة × فنحصل على y=10-2x‏ نعوض 

ذلك بدالة المنفعة الكلية ×4 - ×20 = u =2xy =2x(10—2x)‏ 

نشتق هذه الدالة ونعدم المشتق من أجل تعظيم دالة المنفعة الكلية فنحصل على : 


» =-8+ +20 =0 = -3 
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کے MGLA‏ 57 5 
نعوض x‏ بقيمتها فنحصل على قيمة بر » 5=( -10=ر 
أما قيمة المنفعة الكلية فتساوي : 262(5 = 2 - u‏ 
الطريقة الثانية : طريقة لاغرانج. 3 

نريد تعظيم دالة المنفعة الكلية تحت قيد الدحل. 

نشكل الصيغة التالية : 


V =2xy+A(10-2x-y) 
: نعدم المشتقات الحزئية الأولى فنحصل على‎ 


SV -2y-24=0> 
3x 
gv A= بز‎ - 2 
—- =2x-4=0* 
3y 
AV 
Z-=10-2x-y=0>y+2x=10 
91 3y 4 
5 
4x=104 2 e 
y=S 
: نعوض رر بقيمتها فنحصل على‎ 
u=25 


2- نفترض ان سعر السلعة الثانية تغير واصبح JUS‏ : 2= ,م 
دالة الدحل الجديدة : R=2x+2y‏ 
لدينا دالة المنفعة الكلية E E‏ 
25 _ 


نفترض u=25‏ ]03 حدر 
2x‏ 
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R=2x4Ż: على‎ jan Jab Z US, فورض‎ 
x 


نريد تعظيم هذه الدالة : يحب أن نعدم مشتق هذه الدالة فنحصل على : 




















R'=2 25 0>2 z: zła 
x x 2 
5 52 25 54/2 
x= = درد‎ = =x= 
42 2 2x 2 
طريقة لاغرانج.‎ 


نريد تقليل دالة الدحل تحت قيد المنفعة الكلية. نشكل الصيغة التالية : 
V =2x+2y+A(25-2xy)‏ 
تعظيم هذه الدالة يفترض أن نعدم المشتقات الحزئية الأولى : 


AV 
= 2-24=0= za 
= 


E ا‎ 
Sy 


Sj = 25-209 - 0 > 25 = و2‎ 


وهكذا نحصل على قيمة الدحل > 25=2x'=2y‏ 
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مسألة رقم 2 : ينتج مشروع سلعة. دالة المنفعة الكلية : 
3 
CT =1 - 3:0 +50x+ 400‏ 
- احسب النفقة المتوسطة والحدية. اين يتقاطع المنحنيان ؟ 
5 هذا المشروع في وضع احتكاري Ub xl y‏ معادلته : p=87,5-2x‏ 
أحسب الايراد الكلى والحدي ؟ 
- ما هي شروط تعظيم الربح ؟ أحسب قيمته ؟ 
5 ¥ 
= اكتشف هذا المث قا حديدة دالة الطلب : —-65= 
المشرو ع سو 9 0 هي 2 p‏ 
أحسب حجم الانتاج في كل من السوقين كي يعظم ربحه ؟ 
أحسب قيمة الربح لكل من السوقين ؟ 
الخل 


2 
- دالة النفقة المتوسطة : CMo = > -3x+50‏ 





3%x7 





دالة النفقة الحدية : CMa = —6x+50‏ 
يتقاطع المنحنيان عندما يمر منحن النفقة المتوسطة بحده الأدن فنحصل على : 
5- + ج 0 - 2-3 - (CMo)‏ 
قيمة النفقة المتوسطة تساوي النفقة الحدية تساوي : 


CMo = CMo = - 5‏ 
A>‏ الايراد الكلي : RT =87,5x-2x*‏ 
دالة الايراد الحدي : عر4 - 87,5 = RMa‏ 
شرط تعظيم الربح : الايراد الحدي = النفقة الحدية. 
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5= + ج 62+50 - :0,32 = ×4 - 87,5 


r = RT - 017 - 862,5 -812,5 -50 = دالة الربح‎ 


5 2 
دالة الربح = 400 - ×37,5+ Gk,‏ حك 


نعدم المشتق فنحصل على : 5- × = 0- 2375 = p‏ 

قيمة الايراد الكلي = 862,5 = ۸7 

قيمة النفقة الكلية = 812,5 = °7 

إذن الربح الاجمالي = 50 = 812,5- 862,5 = '01 - RT‏ = 7 

- في حال وجود سوقين نتحدث عن الاحتكار المميز. دالة الطلب العام = 
مجموع الطلبين. 

دالة الطلب 3 السوق الأولى : p, = 87,5 - 2, > x, --675- p)‏ 

دالة الطلب في السوق الثانية : x, =130-2p,‏ >= - 65 = رم 


347,5 5 
x= 
2 2 





دالة الطلب العام : p=>p= + (647,5 x)‏ 
دالة الايراد الكلي : RT = że +69,5x‏ 
دالة الايراد GALI‏ : 95+ برک RMa‏ 


شرط تعظيم الربح : الايراد الحدي = النفقة الحدية. 





= + 69,5 = 0,32 — 6x +50 > 


حجم الانتاج الأفضل = 20,5 = × 
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قيمة النفقة الحدية = 53 = CMa‏ 

نقارن النفقة الحدية مع الايراد الحدي في كل سوق. 

دالة الطلب في السوق الأولى : 22 - 87,5 - مر 

RT = 87,5x — 2x7 ż دالة الايراد الكلي‎ 

RMa = 87,5× - 4× : gal دالة الايراد‎ 

نقارن الايراد الحدي مع النفقة الحدية : 8,5 = × ج 53 = :4 - 87,5 
db‏ الطلب في السوق الثانية : 65-5 دم 


دالة الايراد الكلي : RT =65x-%‏ 

دالة الايراد الحدي : × - 65 = ۸Ma‏ 

نقارن الايراد الحدي مع النفقة الحدية :12= 65-x=53>x,‏ 
السعر في السوق الأولى : 70,5 = (208,5 - 87,5 - p,‏ 

السعر في السوق الثانية : 65-502)=59= p,‏ 

قيمة النفقة المتوسطة : 50 = CMo‏ 

الربح في السوق الأولى : z, = ×) -CMo)=174‏ 

الربح في السوق x,(p, - CMo) - 8 : GUI‏ = يع 

الربح في السوقين : 282 = رم + مدع 
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دورة عام 1983 


مسألة رقم 1 : لدينا دالة الانتاج 7ك 1017 -ى 
- نفترض + - بم كما أن حجم الانتاج يتضاعف 8 مرات عندما تتضاعف 
عوامل الانتاج 16 مرة. أحسب قيمة / ؟ 
- نفترض ميزانية المشروع 300.000 = 8 واسعار عوامل الانتاج الافرادية 
10= ,م20 - .p,‏ ما هي شروط تعظيم الربح ؟ أحسب قيمته ؟ 
- استنتج سعر السلعة ؟ 
الحل 


- لحساب قيمة / نستفيد من احدى خواص الدوال المتجانسة. إذا كانت 





لدينا AL‏ متجانسة من الدرحة k‏ وإذا ضربنا عوامل الانتاج بعدد ثابت 
6 حم فإن حجم الانتاج سوف يتضاعف 8= dat‏ 
1 


كين عاضر الما B=2‏ ؛ = د - )ب 16دة 


الانتاحية الحدية للعممل سعر عنصر العمل 
- شرط تعظيم الربح : = = 
الانتاجية الحدية لرأس JW‏ سعر عنصر راس المال 


لذلك WY‏ أن نحسب الانتاحية الحدية لكل من العمل وراس JW‏ ونحسب 





الانتاجية الحدية للعه KP‏ 25 - 2 
الانتاحية الحدية لراس المال 2 م 5۹ = 3 
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نشكل النسبة بينهما ونقارن ذلك باسعار عوامل الانتاج فنحصل gle‏ : 
25L"K_10_K _1‏ 
SRT 20 2‏ 
الربح الاجمالي : الايراد الكلي - النفقة الكلية. 
دالة النفقة الكلية 300.000 - CT = Lp, + Kpy‏ 
حسب قانون أو لير لدينا المعادلات التالية الخاصة بتجانس الدوال. 
وم KŚ i‏ 
aK aL‏ 


نضرب Gb‏ المعادلة بسعر السلعة فنحصل على : 
وم3 )5 + )9-2 


OK OL 4‏ 
شرط تعظيم الربح : الانتاجية الحدية القيمية لكل عامل انتاج تساوي كلفة هذا 
العامل اي السعر الافرادي. 


EJ; Rd SC 
¬ 2 وم‎ - KP, + LP, 


الطرف الثاني من المعادلة ac‏ النفقة ŚW‏ أو ميزانية المشروع : 


RT = 300.000 > 


ومنه نستنتج أن الايراد الكلي للمشروع - 400.000 = RT‏ 
ربح المشروع = 0 - RT -CT‏ = جز 
حساب سعر السلعة : 


ننطلق من المعادلة التالية : K=L‏ 
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نعوض ذلك في دالة النفقة الكلية. 


Lp, + Kp, - 300.000 = L(p, + py) 
300.000 _ 300.000 _ „pnp 


L= = 
PL+Py 10+20 





K=L=10.000 05)‏ 
ومنها نستخلص حجم الانتاج 3=(10*)**.10=10.000 


00 - “ار لير = 3 


لحساب سعر السلعة : نقسم الايراد الكلي على حجم الانتاج فنحصل على : 
RT=Pxd= p RT _ 400.000 _‏ 
10.000 8 


[25% a „m 


مسألة رقم 2 : لدينا دالة المنفعة الكلية : “رر ”× = ن 





- احسب قيمة المنفعة الكلية في النقطة A‏ إحدثياتما هي : „y=1)‏ 2-4( 

- أحسب تزايد المنفعة الكلية عندما تزيد الكمية من السلعة الأولى بوحدة 
واحدة 1= × قارن النتيجة مع المنفعة الحدية ؟ 

- أحسب المعدل الحدي للاحلال وأحسب قيمته في النقطة PA‏ 

- نفترض اسعار السلع الافرادية 2 - ,ترء 1= ,م لدينا دحل المستهلك 
: 10 = ۸. ما هي الكميات × و بز الواحب شراؤها لتعظيم قيمة المنفعة 
bi LI „IK‏ 

— تفعرض أن الدحل تغير. احسب قيمة الكميات × و RENAYGY‏ 
أحسب قيمتها عندما 10 = ۸؛ 7-12 ؟ 
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اللخل 


- قيمة المنفعة الكلية في النقطة A‏ : 412.114 = (4,1) ريه 





إذن قيمة المنفعة الكلية في النقطة A‏ تساوي 2. 

- عندما تتزايد الكمية × بوحدة واحدة أن في النقطة 8 إحدائياتا : 
x=5)‏ ,1= بن 

uż‏ أن قيمة المنفعة الكلية = 5 = 5.1 = (5,1) وه 

إذن المنفعة الكلية تزيد : 0,236 -2- 5 


auli willi Lu‏ بالنسبة x „ad‏ لذلك لابد أن نحسب المشتق الحزئي 
لدالة المنفعة الكلية ونحسب قيمتها في النقطة A‏ 


Qu = Le! 


0x 2 

ou [1 ą _1 
—=-(47)70)* =—=0,250 
ax 50 (U) 4 


/4 


نلاحظ أن القيمتين متقاربتين : 0,250 x‏ 0,236 


المنفعة الحدية عر 
المنفعة الحدية y‏ 


- المعدل الحدي للاحلال = 
سن المنفعة الحدية لكل سلعة 
انسة لسا SRR‏ 
بالنسبة للسلعة الثانية gay"‏ = - 
نشكل النسبة بينهما فنحصل على المعدل الحدي للاحلال )42 T=‏ 


نعوض × و بز بقيمتها فنحصل على : T=—‏ 


کا 
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- نريد تعظيم دالة المنفعة الكلية تحت قيد الدخل. 

دالة الدخل 10=x+2y‏ 

شكل الصيغة +4(10-x-2y)‏ ابر x‏ = /[ 

| ا ااا‎ 
AV _ 1 
ów 2 
W_1, 

dy 
: نشكل النسبة بينهما للتخلص من المعامل فنحصل على‎ 


—xyK-4=0 
> 


1/2 ر‎ 
r2 
2 4A=0 


4 /- ا 


x y 
daja 
ا‎ 2 6 2 


x=4y‏ ع6 
ح 0 - ]0-x-2‏ = — 
pat‏ 3 62 


i z.‏ : : 3 - بر 
نحن أمام dla‏ معادلتين مجهولين بحلهما نحصل على : jaka‏ 
- نفترض أن الدخل متغير. نحسب × و بر بدلالة ۸ 


R=x+2y 3‏ 
ننطلق من المعدلات التالية : د .| 


إذا افترضنا قيمة 12 = ۸ نحصل على : ,x=8)‏ 0=2 
إذا افترضنا 10 = ۸ نحصل على (20/3 = ×,5/3 = بز) 
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دورة عام 1983 الاستداركية 





مسألة رقم 1 : لدينا دالة الطلب 23م = م 
بحيث أن 4 EE‏ عددا ثابتا دم JF‏ سعر السلعة EF p‏ الكمية المطلوبة. 
حدد قيمة الثابت k‏ في النقطة A‏ إحدائياقا (4 = م , 8000 - (p‏ 
- يتحمل مشرو ع نفقة كلية 0,66+10000 = CT‏ 
= أحسب حجم الانتاج الأقصى الذي يعظم ربح الحتكر ؟ 
الخل 

- لتحديد قيمة الثابت نعوض 7 و ص بقيمها فنحصل على : 

4-107 > 48000(7 = 4 
- شرط تعظيم الربح في وضع الاحتكار أن نعادل النفقة الحدية مع الايراد 

الحدي. 





دالة النفقة الحدية : 0,6 = CMa‏ 
دالة الايراد الكلي : “م 10= ۸1 


2 5 
دالة الايراد الحدي : ثم RMa=—-‏ 
* 7% 300 


النفقة الحدية = الايراد الحدي =06-5= pa‏ 


حجم الانتاج الأفضل = 216= م 


1 5/3 4 = 
7= RT - C7 = لآم‎ -10*-0,6p : za M دالة‎ - 
Tia p: لربح‎ 


282 
300 


AKI 


نشتق دالة ١‏ نعدمها ف: : ج 0 - 0,6 23 = 
نشتق دالة الربح ونعدمها فنحصل على 7-07 
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p=216 


5 5 1 ور 1 
نحسب المشتق الثان. ” = z=—g‏ 
سبي المت الثاني * 790p‏ ”90 


نأحذ القيم الموجبة للكمية فنجد أن إشارة المشتق الثاني هي موجبة. إذن نحن 





نحسب قيمة الربح ونعوض 216 = م بدالة الربح فنحصل على : 
8 1 
x -32‏ )0,6(216 - *10- *)1=——(216 
)216( ) 100 
نلاحظ في هذه الحال أن المشروع حاسر. قيمة الخسارة تمثل حدا أدن. 


مسألة رقم 2 : يحتكر مشروع انتاج سلعة يبيعها في سوقين مخلفين. 

دالة الطلب : 

1 SN? : 

في السوق الأولى : e‏ 

في السوق الثانية : رم ك-12- يم 

لدينا دالة النفقة الكلية : CT=g*+40+100‏ 

]- ما هي الكميات الي يحب أن ينتجها المشروع في كل من السوقين 
لتعظيم ربحه. أحسب قيمة الربح ؟ 

2- ايهما أفضل للمشروع : الاحتكار العادي أم الاحتكار المميز ؟ 
أحسب قيمة الربح في US‏ الحالتين ؟ 
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اللخل 
دالة الطلب العام تساوي مجموع دالي الطلبين. ,+ ,م = م 
p=60-59‏ دم 4-2 -م 
نسب الأيراذ الكلي : ”م 3-م0) - RT = pxp‏ 
نحسب الايراد الحدي : )60-5 = RMa‏ 
نحسب الئفقة الحدية : 4 + م2 = CMa‏ 
شرط تعظيم الربح يفترض أن نعادل النفقة الحدية مع الايراد الحدي 
فنحصل على : 8 - م ج 4 +20 - م5 - 60 
حجم الانتاج الأفضل = 8 = م 
قيمة النفقة الحدية = 20 = 4 + (2)8 : CMa‏ 
شت السلعة.- 40 = 60-8 = م 
دالة الربح في حال الاحتكار العادي : 100+ م4+ 2م = RT - C1‏ = 7 
نعوض 8 = م فنحصل على قيمة الربح = 124= ۾ 
أما في حالة الاحتكار المميز نحسب قيمة الربح في كل من السوقين فنحصل 
على في السوق الأولى دالة الطلب : ,40 - 48 = p,‏ 
الايراد الكلي : 497 - ,م48 = RT,‏ 
- الايراد gal‏ : ,م8 - 48 = RMa,‏ 
شرط تعظيم الربح أن نقارن الايراد الحدي مع النفقة الحدية 
فنحصل على :' 3,5 = ,م ج 20 = ,48-89 
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شر السلكة = 34= p,‏ =12-35- 5 
أما في السوق LG SU‏ العناصر التالية : 
دالة الطلب رم 80-2 = يم 
الة الايراد | ZL,‏ 
دالة الايراد الكلي م 7 - RT, = 80p‏ 
5 40 
دالة الايراد الحدي ,86-46 = RMa,‏ 
شرط تعظيم الربح أن نعادل الايراد الحدي مع النفقة الحدية. 
حجم الانتاج الأفضل = 4,5 = رم > 20 = ,80-50 
لو جمعنا ما ينتجه المشروع في السوقين لحصلنا على نفس حجم الانتاج في 
الاحتكار العادي اي 8 - 45 + 3:5. 
P> =80-745) > p, = 50 AMINA:‏ 
لحساب الربح لكل من السوقين WY‏ من حساب النفقة المتوسطة. 
دالة النفقة المتوسطة اللي بور درلا kip‏ 
p p‏ 


قيمة النفقة المتوسطة 24,5 = +12= CMo‏ 


دالة الربح الاجمالي = (01/0 - م )م = 7 

بحيث أن p‏ تمثل „a>‏ الانتاج p‏ تمثل سعر السلعة» CMo‏ تمثل النفقة 
المتوسطة. 

الربح في السوق الأولى : -CMo)‏ ,)م = 7 

قيمة الربح في السوق الأولى : (24,5 -3,5)34 = m,‏ = 33,25 
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دالة الربح 8 السوق الثانية : L2: = p,(P, -CMo)‏ 
قيمة الربح في السوق الثانية : (24,5 - 4,5)50 = z,‏ = 114,75 
قيمة الربح في السوقين : 148 - ر7 + 7= 7 


يمكن أن نقارن ربح امحتكر العادي مع ربح المحتكر الميز : 

4 < 148 
النتيجة : من مصلحة Śl‏ أن بميز في سعر السلعة. يفترض ذلك وجود 
سوقين مختلفين يتميزان .كرونة مختلفة وبذلك يستطيع المنتج ان يزيد من أرباحه. 


دورة عام 1984 


مسألة رقم 1 : يتكون اقتصاد دولة من 3 قطاعات : 
A‏ : القطاع الزراعي : يشتري من قطاع الصناعة 120 ومن الخدمات 60. 
الطلب النهائي = 80« الانتاج الكلي هذا القطاع = 300. 
8 : القطاع الصناعي : يشتري هذا القطاع من الزراعة 160 ومن الخدمات 
0. الطلب النهائي = 440؛ الانتاج الكلي = 800. 
© : قطاع الخدمات : يشتري هذا القطاع من الزراعة 60 ومن الصناعة 240. 
الطلب النهائي = 140 الانتاج „JAJ‏ = 600. 

- أرسم حدول ليونتيف وأحسب مصفوفة المعاملات الفنية ؟ 

- ما هو حجم انتاج كل قطاع فيما لو زاد الطلب النهائي في القطاع 

الزراعي 10 وف الصناعة 3,40 الخدمات 20 ؟ 
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جدول ليونتيف 
الاستهلاك | الطلب 
الزراعة | الصناعة | الخدمات الانتاج 
الوسيط النهائي 
الزراعة | - 160 60 220 80 | 300 
الصناعة 120 = 240 360 440 800 
الخدمات | 60 | 400 ت 460 0 | 600 
ali‏ | 
120 240 30 | —< | 660 | 
المضافة 
الانتاج | 300 800 600 1700 





= بحمو ع القيمة المضافة = 660 


0 
A=|0,4 
0,2 

1 
]/ - 4[- | 4 
02 


0,2 
0 
0,5 
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0,1 
0,4 
0 





http://www.opu-lu.cerist.dz 


نحسب مدد هذه المصفوفة لمعرفة ما إذا كانت نظامية أم لا فنحصل 


„kge 
3 
1,205 0,377 01 
[1-A] =| 0,723 1,476 0,63 
0,602 0813 16 
: نكتب المعادلات التالية‎ 


مد" [ه - 1[ = X = [I-A]. D> AX‏ 
AD‏ تمثل الزيادة في الطلب النهائي 
10 
AD =| 40‏ 
20 


وهكذا نحصل على الزيادة في انتاج كل قطاع. 
X,=331,5 AX , - 12,05 + 14,06 + 5,42 = 31,5‏ 
X, = 879,5 = A= „23 + 59,04 + 13,16 = 79,5‏ 
X, =666,2 6,02 + 32,52 + 27,72 = 66,2‏ 


نعيد صياغة حدول ليونتيف بعد هذه الزيادة 


385 


http://www.opu-lu.cerist.dz 





























الاستهلاك | الطلب 
الزراعة | الصناعة | الخدمات الانتاج 
الوسيط | النهائي 
الزراعة = 176 | 6 | 2426 90 | 3326 
الصناعة | 132:6 - 4 | 399 480 879 
الخدمات | 663 | 439:7 - 506 160 666 
القيمة 
13347 | 2633 | 333 730 | 
المضافة 
الاتاج | 332:6 | 879 | 666 له 18776 





مسألة رقم 2 : لدينا دالة الانتاج 412 - 20۸1-15۸ = 87 
وأسعار عوامل الانتاج 10= p,‏ 
لدينا ميزانية المشروع 4500 - 8 
- ما هي شروط تعظيم الربح ؟ أحسب قيمته ؟ 
kazadi] —‏ النفقة المتوسطة والحدية بدلالة حجم الانتاج ؟ 


Pk =25 


J—! 





— دالة النفقة الكلية CT=10L+25K‏ 


لتعظيم دالة الانتاج تحت قيد النفقة الكلية نشكل صيغة لاغرانج : 


V - 201-151“ -41} + 2)4500- 25K -101(‏ 
نعدم المشتقات الحزئية الأولى لتعظيم هذه الدالة. 
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Ov 20L-30K |>52=0 254 2 306-201 











2/9 5 2/9 ك6 
OV  20K-8L 81 -20K‏ 
a 0211040 ród + Ż‏ 
aL 23 23‏ 
نشكل النسبة ما بينهما للتخلص من المعامل 4 فنحصل على : 
عو عه 25_ 20-301 
10 206-81 


وهكذا نحصل على 0= 2514-4500 +101 9 


BA 
45K 24500: بقيمتها في الدالة الأخيرة فنحصل على‎ L نعوض‎ 


K=100 « 1-0‏ 4 حجمالانتاج 300 -ى 
- لحساب النفقة المتوسطة والحدية بدلالة 9 ننطلق من المعادلات الثلاث. 
نعوض 1 بقيمتها في كل 
من دالة الانتاج ودالة L=2K‏ 
النفقة الكلية فنحصل على : 101+ CT =25K‏ 
نعوض ذلك في دالة النفقة 1 417 - =20KL-15K?‏ ?3 
الكلية فنحصل على : 


وهكذا نحصل على قيمة كل من دالة النفقة المتوسطة والحدية 
CT - 251 +20K - 451‏ 
دالة النفقة المتوسطة = 40K? -15K? -16K? =9K* >CMo=15‏ = 2ق 


8=3K 


دالة النفقة الحدية = CT=4SK=159 CMa=15‏ 2| کم 
3 
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CMo = © -15 
3 CMo = CMa - 5 


CMa = (CT) =15 
1985 دورة عام‎ 


مسألة رقم 1 : يتكون اقتصاد دولة من قطاعين : الزراعة والصناعة. 
لدينا المعلومات التالية معطاة بالجدول التالي : 
3 أكمل هذا الجدول واستخرج مصفوفة المعاملات الفنية ؟ 
- يعتقد المسؤولون بأن الطلب على القطاع الصناعي سوف يتضاعف 
مرتين. وني القطاع الزراعي يزيد بنسبة 9620. أحسب انتاج كل قطاع ؟ 


أعد صياغة الجدول من جديد ؟ 


























الزراعة | الصناعة pm‏ الانتاج 

1000 500 500 250 250 | żel 

الصناعة 300 400 700 300 1000 
القيمة المضافة | 450 350 له 800 

الانتاج 1000 | 1000 له 2000 
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=" ! 65 025 
- نملا الجدول ونحسب مصفوفة A‏ 
WA‏ | 0 


2 
I 
R, 
1 
I 


0,75 025 
l-A= 
-0,30 0.6 


- نحسب مقلوب هذه المصفوفة [4 - /] | 


- نحسب الطلب النهائي 


1,6 0,66 w 
1-4 =| K | الجديد بعد الزيادة فنحصل‎ 


على : القطاع الزراعي = 600 = DA‏ 
القطاع الصناعي = DI=600‏ 
لحساب انتاج كل قطاع ننطلق من المعادلة التالية : 


م.م - ]دعر 
» 600 0,66 1,6 
هكذا انتا قطا : ١‏ 
3 محصل على c‏ كل 3 hy. 2 | r)‏ 
0= إل 
X, =1680‏ 


نعيد صياغة الحدول من جديد. 
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الزراعة | الصناعة PR‏ ا الانتاج 
الوسيط النهائي 
| الزراعة | 340 | 420 | 760 60 | 1360 
الصناعة | 408 | 672 | 1080 600 | 1680 
القيمة الضافة | 612 | 588 | 1200 | 1200 0 
الاتتاج | 1360 | 1680 لله 3040 














مسألة رقم 2 : يشتري تاجر سلعة A‏ 2 دينار ويبيعها ب 5 دينار. 


0 يوماء حصل التاجر على المعلومات التالية : 


وعراقبة عملية البيع خلال 


- ماهي أفضل كمية يشتريها التاحر لتعظيم ربحه ؟ 


J—— 


1 الذي يعطينا ربح التاجر بالتسبة للكميات المباعة 





نقوم بوضع الحدول رقم 


: إلى النتيجة التالية‎ La آحذين بعين الاعتبار الاحتمالات. وبذلك‎ ch yk 


لتاجر لتعظيم ربحه هي الكمية 3-12 والذي يقابله 


أن أفضل كمية يشتريها | 




















ربح يعادل 4 دج. 
المبيعات عدد الأيام الاحتمال 
ات 

%10 9 10 
%20 18 11 
%40 36 12 
%30 27 13 

اجموع 0 يوما %100 
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Be 10‏ 12 | 13 الربح 
30 28 26 4 | 2:30 
30 33 31 29 | 325ج 
12 30 33 36 34 | 234 
13 30 33 36 39 | 335 





الطريقة الثانية : طريقة تخفيض الخسائر : في هذه الطريقة نفترض أنه في الوضع 
الأمثل» الخسارة تساوي الصفر اي عندما تتعادل الكمية المخزونة مع الكمية 
المباعة. في الحالات OŚ GII‏ فيها المحزون أكبر من الكمية المباعة هناك 
حسارة. وهكذا paź‏ على الجدول Jul‏ والخاص .بيع 10 وحدات. 








الكمية المخزونة | الخسارة الاحتمال 1 الخسارة المتوقعة 
10 0 | 910 0 
za 0<6 %20 3 11‏ 
12 6 %40 2,4 547 
13 9 %30 27 











وهكذا بإمكاننا حساب الخسارة المتوقعة لكل كمية مباعة. بمكن أن نقارن هذا 
الحدول بالجدول السابق الذي يعطينا الربح المتوقع من مبيع كل كمية. نصل إلى 
نفس النتيجة في الحالتين اي أن أفضل كمية على z‏ تخزينها هي الكمية 12 
وحدة UN‏ تعظم الربح ويساوي 34 حسب الجدول الأول. ويقللق من حجم 
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الكمية المباعة الخسارة المتوقعة الربح المتوقع 
10 57 30 
11 32 325 
12 147 34 
13 22 335 








دورة عام 1985 الاستدراكية 


مسألة رقم 1 : مشروعان يتقاسمان السوق. ينتج المشروع الأول الكمية Xu‏ 
ويتحمل نفقة كلية 100+ +50X,‏ 201/3 - ,01 . 
أما المشروع الثاني فينتج الكمية Xp‏ ويتحمل نفقة كلية 

CT, == +140X, + 200‏ 
الطلب العام معطى بالمعادلة التالية : 

(رلا + رلا = غ[)لز5 -200 دم 
السؤال : أحسب حجم الانتاج وسعر السلعة وربح كل مشروع في الحالات 
الثلاث حسب مفهوم كورنوء ستاكلبرغ وبولي. 

الحخل 
نحسب الربح JAY‏ لكل مشروع فنحصل على : 
z, = X,(200-5X, -5X,)-20X; —50X , -0‏ 


ty = X,(200-5%,—5X,j+ 2 -140X, — 200 
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الحالة الأولى حسب كورنو 
كل مشروع حر G‏ تصرفه لا يأحذ بعين الاعتبار استراتيجية الآخر. تعظيم ربح 


كل مشروع يفترض ان نعدم المشتقات الجزئية الأولى. 


a =150-50X,-5X,=0| عر‎ _s_oix 
A > A 9 B 

k,sfa-ż 
97s 60-5, -5X, =0 8 4 
OX, 


نرسم b ya‏ ردود الفعل للمشروعين. 

يتقاطع المستقيمان في النقطة 1 إحدائثياتها تعطينا الكميات 
(2= × »و 10 - ۾ )ينتجها المشروعان. 

نحسب سعر السلعة. 140 = (2 + 10) 5 - 200= م 

لحساب ربح كل مشروع علينا أن نحسب النفقة المتوسطة لكل مشروع 
فنحصل على : 

النفقة المتوسطة للمشروع الأول : 140 = ® + 50; 20% = CMo,‏ 


01100000 . 00 | 
النفقة المتوسطة للمشروع الثاني : 135- 2 + 140+ CMo - 2.5X,‏ 


B 
ربح المشروع الأول : 2(140-140)=0= ,ر‎ 
z, =10)140 -135( = 50 : ربح المشروع الثاني‎ 
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ولا — 





lo m EN 


حسب مفهوم ستاكلبرغ 
نفرق ما بين حالتين حسب سيطرة كل مشروع : 
الحالة الأولى : المشروع الأول هو المسيطرء نأحذ بعين الاعتبار استراتيجية 
المشروع الثاني ,+ - 12- ,+ . نعوض ذلك في دالة ربح المشروع الأول 
فنحصل على : 
—50X, -0‏ 20163 - (رلاة5 + 60- X,(200-5X,‏ = ,1 
شرط تعظيم الربح يفترض أن نعدم مشتق الدالة. 


Or 
= 200—60-40X,-50=0=>90—40X, =0 
AĄ 
9 39 5 
كار‎ ŻE اسوك‎ 
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الحالة الثانية : نفترض أن المشروع الثاني هو المسيطرء يأخذ yw‏ الاعتبار 
قدي واه اج لذ ê‏ 
استر اتيجية المشروع الأول 3-0 وك . نعوض ذلك e)‏ دلة رح 
المشروع الثاني فنحصل على : 
5 1 
X,(200-15+> X, -5X,„)-CT,‏ = ,7 


نعدم مشتق الدالة لتعظيم ربح المنتج الثاني فنحصل على : 


45 
حت يرلل د OT‏ 
=185-9X, +5X, 140=0> 4‏ ك2 
OX» X,=1.875‏ 
z, = 53125‏ 
يعتقد المشروعان بأهما مسيطران على السوق. ينتج المشروع الأول 
الكمية 7= X,‏ 


وينتج المشروع الثاني الكمية x,=$‏ 
نعوض ذلك في دالة الربح لكل مشروع فنحصل على خسارة بالنسبة 
ZEM‏ إذن من الأفضل هما أن يتفقا فيما بينهما لتعظيم الربح الاجمالي. 
z=(X,+ X,X200->, SX)‏ 
-20X, -50X, -100+> ¥; —140X, —200‏ 


شرط تعظيم الربح أن نعدم المشتقات الحزئية الأولى فنحصل على : 
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= =15h-SUX, -10%, =D 
6X, 
ar > 
=U SK -10X, =0 
6X, 


50X, +10X, =150 
10X, +5X, =60 


نحن أمام Uax‏ معادلتين مجهولين بحلهما نحصل على الكميات المنتجة 
وسعر السلعة. 

X4=1 x8 = 10 x=11 P=145 
: نحسب النفقة المتوسطة لكل مشروع فنحصل على‎ 
6/0, = 20 + 50 + 100 = 170 : النفقة المتوسطة للمشروع الأول‎ 
CMop = -2,5)10(+ 140 + 20 = 135 : النفقة المتوسطة للمشروع الثاني‎ 
7, =1(145-170)=—25 : حسارة المشروع الأول‎ 
z, =10)145 -135( =100 : ربح المشروع الثاني‎ 


إذن ربح المشروعين - 5- 100-25 ره + ره - 7# 





x.y "e 2, dh 
= - LWY! JL مسألة 2 : لدينا‎ 
zaw > 2 ركم‎ Ów 


_- ما هى درجة تحانس هذه الدالة ؟ 

- أحسب الانتاجية المتوسطة والحدية لكل عامل انتاج ؟ 

- ارسم منحيئن السواء عندما 1[-ى؟ 

= جوتت المعدل الحدي للاحلال في النقطة A‏ إحداثياتها : (3=م× , 071,5( 
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- لدى المنتج ميزانية 4 - 8. كذلك أسعار عوامل الانتاج :1 = „p, = py‏ 
ما هو أفضل مزج لعوامل الانتاج ؟ 
J-——!‏ 


- لدراسة بحانس UL‏ نضرب عوامل بالعامل A‏ حجم الانتاج يزيد بنسبة 24 





یت أن م JE‏ درجة تجانس الدالة. نطبق ذلك على الدالة فنحصل على : 
A xy -19‏ د Andy‏ 5 
x+y A(x+y)‏ 
إذن درجة LE‏ الدالة 1 k=‏ أي أن الدالة متجانسة من الدرجة الأولى. 
- حساب الانتاجية المتوسطة والحدية لكل عامل انتاج. 











بالنسبة للعامل× بالنسبة للعامل بر 
الانتاجية si 0 ab l‏ 
X +y xt)‏ 
A> WYJ‏ الحدية o‏ % 
(x + yu)‏ )7+ %( 
gaj ulu =‏ [ے LE‏ 





الانتاجية الحديةل 
الميل الحدي للاحلال - مخ و 





الانتاحية الحديةل × 


تل هلا 
(x+ Yo) (x+ Yo)‏ 
في النقطة ULL>| A‏ ( 3 = مداو 5 > و نعوض × و ر بقیمها فنحصل 
على قيمة الميل. الحدي للاحلال : 
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2 2 
r-(2) -(-) e |‏ 
x 3 4‏ 
— دالة النفقة الكلية CT =xp,+yp,>4=x+y‏ 
نحسب y‏ بدلالة × فنحصل على : ×- 4= ر 
أن أفضل مزج لعوامل الانتاج هو Lie‏ بعس خط التكاليف منحئ الناتج 
المتساوي. 


xy 


> عا zy) » kdladkji ssa‏ = = 
بوجه عام منحين الناتج المتساوي هو من الشكل 9 بر + ير 





ax 
J=-—<"xy-dy=a«=xy=a(x+y) 
x-a 


2 

نحسب مشتق الدالة 1- - - سكب د ابر 
(x- a) ١‏ 

نقارن مشتو الدالة : ج a” =(x-a)*‏ 


a=x-a©x=2a—© 
=y=2 
pd xy ma y = Ą 


2 xty 2 x+y 
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دورة عام 1986 


مسألة رقم 1 : مشروعان OLel‏ السوق. دالة الطلب العام : 
P=200-2x‏ 


لدينا دالة النفقة الكلية للمشروع الأول : CT, =40x,‏ 


ودالة النفقة الكلية للمشروع الثاني : CT, =20x,‏ 
- احسب ربح كل مشروع في الحالات الثلاث حسب كورنوء ستاکلیرغ 
وبولي. 
الحل 





ربح المشروع الأول : ,×40 -[200 + z, = ×] 2) + x,)‏ 


ربح المشروع الثاني : ×20 -[200 + x,)‏ + ,)2 -] بد = z,‏ 
حسب مفهوم كورنو 


كل مشروع لا يهتم باستراتيجية الاخر. pw‏ المشتقات as‏ الأول 
z -4x, — 2x, +160 > 0‏ 
1 


× = 40-2 
8 i : 
OB _ ox -4x,+180=0| x,=45-7L 
0x, 2 : 2 
البيانية لردود الفعل.‎ b al نرسم‎ 
× - 40-2 : بالنسبة للمشروع الأول‎ 
X, = -21 : للمشروع الثاني‎ id 
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بتقاطع المستقيمان 3 النقطة 1 

إحدائياتما هي )4-3 و —35( 
. 30 

انتاج المشروعين : W‏ ا 
سعر السلعة : p=—‏ 


ربح المشروع الأول = 1088 - ,7 
ربح المشروع الثاني = 2422 = ر7 





X, 2-3810 = ربح المشروعين‎ 
do M 
W 
o 
3 
49 Ś | 
DG 4013 
= WA RSE 
Myję سسا‎ - „RA, | 
3 E 
I dy 2 
I 60, z 
=> د‎ 3 
o Am 45 80 1 
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حسب ستاكلب رغ 
کد کل مشروع باه یط على ار یر ما وق سان : 
الحالة الأولى : نفترض ان المشروع الأول مسيطر. uw jeb‏ الاعتبار 
استراتيجية الثاني 3445-07 نعوض ذلك في دالة الربح فنحصل على : 
—95x, + 160‏ ع = ,7 
لتعظيم هذه الدالة نعدم المشتق ج 0= 70+ 2% - ۶1 


dx, 
انتاج المشروع‎ cx =5: وهكذا نحصل على انتاج المشروع الأول‎ 
z, - 1056,25 أما ربح المشروع الأول فيساوي‎ x, = 27,5 = الثاني‎ 
بعين الاعتبار‎ Jl الحالة الثانية : نفترض أن المشروع الثاني هو المسيطرء‎ 
استراتيجية المشروع الأول -40= د نعوض ذلك في دالة الربح فتحصل‎ 
ر‎ =100x, - × : على‎ 
: شرط تعظيم الربح يفترض أن نعدم مشتق الدالة‎ 


47: 1100-2, =0= 


dx, 
انتاج المشروع الأول‎ cx, - 50 وهكذا نحصل على انتاج المشروع الثاني‎ 

(a‏ ب = 2 SZ E‏ و 
x,=15‏ أما ربح المشروع الثاني فيساوي 2500 = ر7 . 





401 


http://www.opu-lu.cerist.dz 


| حسب مفهوم JH‏ 
يعتقد المشروعان Lost‏ مسيطران على السوق. ينتج المشروع الأول الكمية 
x -5‏ والمشروع الثاني ينتج الكمية 50 = ر×» U‏ انتاج المشروعين فيساوي 
5= ×. نحسب ربح كل مشروع فنحصل على : 
z, = ]- 2)85( + 200B5 — 4035)‏ 
بالنسبة للمشروع الأول : 162,5-= z,‏ 
m, = ]- 2)85( + 200[50- 20(50)‏ 
بالنسبة للمشروع الثاني : 750- Tm,‏ 
بوجه عام نلاحظ أن ربح كل مشروع ينخفض لذلك فمن مصلحة المشروعين , 
أن يتفقا فيما بينهما لتعظيم الربح الاجمالي. 


مسألة رقم 2 : لدينا Ab‏ الانتاج : عر =9 
LU‏ ايضا دالة النفقة الكلية : CT=Bx+ Lytz‏ 


- ماهي درجة تحانس هذه الدالة ؟ 


أحسب الانتاجية المتوسطة والحدية لعامل الانتاج × في النقطة ۸ إحداثياها : 
y=27 ,x=8)‏ , 64 دج ؟ 

- ماهو الحد الأدن للنفقة الكلية الموافقة لحجم انتاج 60 -3 ؟ 

- أحسب قيمة مرونة الدالة في النقطة ۸ ؟ 
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J—! 


- لمعرفة درجة تحانس دالة ماء نضرب عوامل الانتاج بالمعامل 4 نلاحظ أن 
حجم الانتاج يتضاعف X‏ بحيث أن تمثل درحة تحانس الدالة. في UL‏ 


هذا : 


I 


9 =—i/Axhyhz = 4 


ادم 


إذن درجة تحانس الدالة هي من الدرجة الأولى k=1:‏ 
- حساب الانتاجية المتوسطة والحدية لعامل الانتاج x‏ في النقطة A‏ 
إحداثياقا هي : 8 = × > z=64 » y=27‏ . 
الانتاحية المتوسطة = الانتاجية الكلية + حجم الانتاج. 
نحسب حجم الانتاج في النقطة A‏ فنحصل على : 
12= 1/2764 + - و 


: 12 9 
DĄ‏ الأقاجية المنوسطة i‏ 13ت کا ےک 
ف 8 x‏ 


الانتاجية الحدية تساوي المشتق الحزئي AW‏ الانتاج. 


ا 2 چا 09 
3x 6 8* 2‏ 2 * 


الانتاحية الحدية 
= مرونة الدالة : Só] WOZIE‏ = = 
الانتاحية المتوسطة 0x / x 3/x‏ 














الانتاجية الحدية 1 176 


عبت داج 
الانتاحية المتوسطة 3 3/2 





- حساب الحد الأدن للنفقة الكلية الموافقة > ZLY‏ 60 = ى 


نشكل صيغة لاغرانج ۶ے - 260 +2 + ر کک بيو - 14 
3 
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9 ئية ة الأول | فنحصا على‎ l cl هذه الدالة نعدم‎ „baz 





Ol 5 207 -0 8= 2: 
Ox 6 Vu” GN x” 








ar _ 64 PEM 64 2 عدا‎ 




















= -- 1 3 
w 27 6 |, 27 6 
7 _ Lal م‎ 1-2 zd 
z 6 |z 6 z” 
7 
Gy 60-74 xyz = ده‎ 60= > xyz 
تشكل النسب‎ 
Ix __8 در‎ 
OV/óy 64/27 x 
x=— 
OVróy_64 z 4 8 
61/82 27 ر‎ NAN 
6 _م_عة/‎ 2 64 
QV /6z 3 


نعوض × و نز بقيمها z WYW‏ في الدالة الأخيرة فنحصل على : 
120=3/xyz‏ >= و = 60 


z=320 
120=3 لك لدت‎ y=135 
x=40 

120x8 





نحسب قيمة النفقة الكلية الموافقة pah‏ الانتاج 9=60 فنحصل على | 


CT= 8(40) + ® (135) + 0 = 0 


إذن الحد الأدن للنفقة الكلية = CT=960‏ 
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دورة عام 1986 الاستدراكية 





u=x sy": دالة المنفعة الكلية‎ LU: 1 رقم‎ JL 
لديا دخل المستهلك‎ GUS واسعار السلع الافرادية 2- رمه 3 دترم‎ 
.R=45 

- ما هي الكميات الواجب اقتناؤها لتعظيم المنفعة الكلية ؟ 

LA -‏ دالة السواء لمستهلك رر“ × =9 

واسعار السلع الافرادية 2= p,=3 cp,‏ 

- أحسب الميل الحدي للاحلال ما بين السلعتين ؟ 

- أحسب ميل حط الميزانية وقارنه LIL‏ الحدي للاحلال ؟ 

- استخرج قيمة دحل المستهلك ؟ 

الحل 

- لدينا دالة دحل المستهلك 45=2x+3y‏ 

نريد تعظيم UL‏ المنفعة الكلية تحت قيد دحل المستهلك : 





V=x".y" + 4)45 - 2× -3(‏ 
نعدم المشتقات الحزئية الأولى فنحصل على المعادلات : 


0,6 
9۳ 04 ۹ر‎ -24=0>A= ]ده‎ 
Ox x 





0,4 
ŚW ۹ر06 د‎ -34=0= 202) 
dy y 
A =45-2x-3y=0>45=2x+3y 
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نشكل النسبة ما بين المعادلتين الأوليتين للتخلص من المعامل 2 
١ 2) sód‏ 


0 
لأر صل على . 
نعوض ذلك في المعادلة الأخيرة فنحصل على : ررك = ×5 = 45 


= 974, 0,6 7 
MET: u 9 9 


9=x04 706‏ 
- لدينا منحن السواء : رر 952 - بر 
نحسب الميل الحدي للاحلال لذلك نشتق الدالة : 


7 0*(- zw” 
y 


نحسب ميل معادلة الدحل : += عر R= 2x+3y=‏ 
rap ooo‏ 
y=9‏ ج 937 = لر ج 1 - Ry”‏ 
نعوض ر بقيمتها في دالة منحيئ السواء قنحصل على : 
جح ۹,9۹6 =9 
9 - يز ج 04-994 
واف aś‏ ا Jas aż‏ ارات 45 R= ka‏ 
يمكن حساب قيمة × بطريقة ثابتة = x=PRy"‏ 
9 — 952932 
9- ر =× جح 994 = 96+ 9= ٤رر‏ + 9= x"‏ 
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مسألة رقم 2 : لدينا دالة الانتاج 0,31/12 - ى 

- ما هي درحة تحانس هذه الدالة ؟ 

- أحسب حجم الانتاج في النقطة A‏ إحدائياقها (27 = 1 ,1000 = ) 

- احسب الانتاجية الحدية والمتوسطة لكل عامل انتاج في النقطة ؟ 

- احسب مرونة الدالة بالنسبة لكل عامل انتاج ؟ احسب مجموع المرونتين ؟ 

اللخل 

- هذه الدالة متجانسة من الدرجة الأولى. لو ضربنا عوامل الانتاج بالمعامل 

2 لتضاعف حجم الانتاج A‏ بحيث أن k‏ تمثل درحة تحانس الدالة. 


8=033/KA(LA) = 9 


بنا أن 1 - ۸ فالدالة متجانسة من الدرجة الأولى. 





نحسب حجم الانتاج في النقطة ۸ احدائياتقا : K=1000(‏ , 27 -1) 
نعوض ذلك في AL‏ الانتاج 8=0,3(1000.3)9)7 
ومنه نستخرج قيمة الانتاج 27 = 109 0,3 - ى 
- حساب الانتاجية المتوسطة والحدية „kie JA‏ 
بالنسبة لعامل راس المال : 
27 _3 


الانتاحية المتوسطة : 0,027 کے کے 
K 1000‏ 
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zę” 01K #7? = : الانتاحية الحدية‎ 


ś kd „adi 
==]: الانتاحية المتوسطة‎ 
L 27 ak, 
وه‎ 2 
3 


1/3 
االانتاجية الحدية : )ده = ذال اع 0,2 - == --2 


v 


LAI الانتاجية‎ 


Ralemąj © ATA 


2 _ 09/9 _ 09/61 . 


" LIL SHE 
2/3 _ 


نطبق ذلك في مثلنا هذا a>‏ على : < i‏ 





ان 


الانتاحية اللحدية _ 





بالنسبة لعنصر راس المال لدينا المرونة - حورم 
الانتاجية المتوسطة 
09/0K‏ 
Ex =‏ 
0/K‏ 


9/1000 9 _1 
a = = 


3 27 27/1000 ` 
نحمع كل هذه العناصر في الجدول التالي : 
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عوامل | الانتاجية الانتاجية 
القيمة المرونة 
الانتاج المتوسطة الحدية 
0313 
عنصر العمل 1 23 | = | e,=2/3‏ 
غص وان | > 27 9 ią | OL‏ 
aKIK | 1000 1000 Jw‏ ” * ع 

















مجموع المرونتين = 1= += ,1+ ,1 تساوي درحة „UNI „LE‏ 
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a3 ين متفر‎ „U 


1- لدينا متواليتين: الأولى fa,b,e)‏ تشكل متوالية حسابية والثانية ta,b',e)‏ 
تشكل متوالية هندسية 

هاتين المتواليتين Lb‏ نفس الأساس < من جهة أخرى لدينا 

a+a'=l 

b+b'=5 

c+c'=11 

السؤال: احسب هذه الأعداد الستة وكذلك أساس كل من المتواليتين؟ 
Je a‏ 

المتوالية الحسابية b=+l, c=3)‏ ,1-=م) „Li‏ المتوالية 2= 7 
المتوالية المندسية أساسها c'=8)‏ ,4 - 'ط „i (a'=+2‏ المتوالية r=2‏ 
نلاحظ أن „(a+a'=1,b+b'=5, c+c'=li)‏ 


2- مبلغان من المال مجموعهما 60000 = بر + × 
وضعا ممعدلات فائدة مجموعهما 990 - ,/+ ,1 
الفائدة السنوية للمبلغ الأول 1000دج والثاني 750ادج 
السؤال: احسب المبلغين ومعدلات الفائدة للمبلغين 
Je z‏ 
sę y=60000-x‏ 

1, =9%-t, 


إذن فائدة المبلغ الثاني السنوية 1750= ) ,1 — 9%)(× - 60000) = ,ال 
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بعد الاختصار 
A=25etJA=5‏ _ 0- 3+ع2000/2-155 





 1,=9%-4%=5%‏ وقة- لے 

= 740000 ' 

350004 = = بر et‏ 2500004 _ 1000 دير 
5% 


4% 


x + ر‎ = 25000 + 35000 = 6000004 


3- ثلاثة أعداد تشكل متوالية هندسية مجموعها 35 - ى 

إذا طرحنا العدد ١‏ من الحد الأول والعدد 2 من ALI‏ الثاني والعدد 8 من ALI‏ 
الثالث نحصل على متوالية حسابية. 

السؤال: أوجد هذه الأعداد 

m ج‎ 

مجموع أعداد متوالية هندسية (77 + 7+ 4)1 = 35 

تشكل متوالية حسابية (4-1()82-2()422-8) 


بحل هاتين we „zl‏ نحصل على 
a (4.8.12)‏ )5,10,20( 


L= AJ 
(2010,5) 0 (98-3) 0 0 


4- لدينا المتوالية الحسابية )7,163,.......%,8 


من جهة أخرى 6+ 19 - بر 


السؤال: أوجد قيمة #دوير ورتبة الحد الأخير. 
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الحل 
uj‏ + أساس المتوالية الحسابية T=x-3=163-y‏ 
إذن r+y=166‏ من جهة أخرى لدينا Y=19x+6‏ 


x=8 
y=158 على‎ Jaź المعادلتين‎ la بحل‎ 


T=5 
163=3+(n-15 عدد حدود المتوالية‎ 
n=33 uć ومنها‎ 
33 إذن رتبة الحد الأخير هي العدد‎ 
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قاين عامة 
KL‏ 
92-7 
احسب درجة „AlE‏ الدالة بثلاث طرق مختلفة 
الحل 

الطريقة الأولى: نضرب عوامل الانتاج LK‏ بالمقدار t‏ حجم الإنتاج سوف 
يضرب بالمقدار ج بحيث أن ٠»‏ تمثل درجة تحانس الدالة 

2 
92- Ki lı _ KLE__ KL rg 
Kt+Lt (K+Lt K+L 
إذن الدالة متجانسة من الدرجة الأول‎ 





تمرين رقم 1: لدينا دالة الإنتاج 





الطريقة الثانية: نطبق دستور Euler‏ المعطى بالعلاقة Kf, + 1f, =kQ‏ 
يحيث أن ff‏ تمثل المشتقات الحزئية أو الإنتاجية الحدية لكل عامل إنتاج 
_60_L(K+L)-KL__ LL‏ 

GK (K+L) (K+L) 

_ 99 _ K+ )-KL K2 





fx 

 (K+L>  (K+L)‏ ]م 
KL? LK?  KI(K+L)_ KL‏ 

Kf, + Lf, = + = z 5 

fx +H, (K+L)> (K+L)> (K+L> K+L o 

إذن الدالة متجانسة من الدرجة الأولى k=1‏ 

الطريقة الثانية: عن طريق مرونة كل عامل إنتاج 

“ QIK  ةطسوتملا :1(2+ع) الإنتاحية‎ K+L K+L 





7 








کے کے 02_73 الإنتاحية الحدية _ .80/81 5 
(K+L) K+L K+L‏ الإتاحية المتوسطة 2/1٠‏ * 
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L , K _K+L 
K+L K+L K+L 


]03 حسب هذه الطرق ŚW‏ نحصل على نفس النتيجة. 


=1 ANI تحانس‎ > » 








ex te, = 


تمرين رقم 2: لدينا دوال الإنتاج التالية: احسب درجة التجانس 





40-321 2غ‎ 3 AU درجة‎ 
طاط+كعه- 0م‎ k=1 dd درخة‎ 
3 
= k=l | a 3 
002 KL+ L2 رجة أولى‎ 
d)Q=JL2+8KL k=1 درجة أولى‎ 
—T2 
eg SET k=1/2 درحة انتصق‎ 
f)9=KL+L غير اة‎ ls 


تمرين رقم 3: GW‏ شخص مبلغ محدد من JW‏ يخصصه el AJ‏ عدد من البرتقال 
من النوع الصغير والمتوسط والكبير. فإذا حصص كل المبلغ لشراء البرتقال من 
النوع الصغير بدلا من المتوسط يحصل على 5 برتقالات إضافية. ولو خصص 
المبلغ لشراء البرتقال من النوع الكبير بدلا من المتوسط نحصل على 3 برتقالات 
بالناقص. i‏ 

السؤال: ما هو المبلغ وما هي أسعار الأنواع الثلاثة من البرتقال علما بأن 
الفارق في الأسعار بين كل نوع هو 5دج 


414 


http://www.opu-lu.cerist.dz 


حل 
نفترض بر المبلغ و« ثمن البرتقال من النوع المتوسط paź‏ على 
وعد ا 


x x+5 
DEE 
x-5 x 


بحل da‏ المعادلتين مجهولين paź‏ على y=300DA‏ و x=20DA‏ 


تمرين رقم 4: ثلاثة أحوة اشتروا قطعة أرض .بلغ 10.000دج يقول الأخ الوسط 
بأنه بإمكانه شراء الأرض لوحده لو أعطاه الأخ الصغير نصف ما يملكه. يقول 
الأخ الصغير بأنه بإمكانه شراء الأرض لو أعطاه الأخ „ŚJ‏ ثلث حصته. أخيرا 
يقول الأخ الكبر بأنه بإمكانه شراء قطعة الأرض لو أعطاه الأخ الأوسط % 
السؤال: ما هو المبلغ الذي هو في حوزة كل أخ؟ 
الحل 

نفترض x‏ المبلغ الذي في حوزة الأخ الا كبر وبر المبلغ الذي في حوزة الأخ 
الأوسط و 2 المبلغ الذي في حوزة الأخ الصغير بحل da‏ ثلاث معادلات لثلاثة 
بجاهيل ać‏ على 


2 
y > - 44 حصة الكبير‎ x =8400DA 
asia, dle „KOPA 


R حصة الصغير‎ 2 - 04 
x+ 4” 1000004 
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تمرين رقم 5: يخلط تاجر نوعين من الزيت. لو خلط 5 لتر من النوع الأول 
ولتر من النوع الثاني سيبيع الخليط بسعر 110دج للتر. بينما لو حلط 3 لتر من 
النوع الأول ولتر واحد من النوع الثاني سيبيع الخليط بسعر 115دج اللتر. 
السؤال 1: احسب سعر اللتر من الزيت من كل نوع 

السؤال 2: لو خلط GU‏ النوعين بطريقة أخرى kal‏ على خليط يبيع اللتر 
بسعر 109دج. ما هي نسبة الكميات من النوعين 


الحل 
125DA‏ ج 4 = 3y‏ + ×5 
=85DA‏ بر 3x + y=460DA‏ 


125x +85y =109(x + y) 

ف JULI‏ الثانية: 

dy 2 Ż ; 0‏ دم 
x‏ 


تمرين رقم PP apa NA‏ 
التضخم بالعلاقة قة التالية - ده a,b) y=‏ هي ثوابت) 


حدد قيمة هذه الثوابت علما بأن الدالة تمر بالنقطتين A‏ ر8 احداثياتها هي: 
18م 








تمر الدالة بالنقطة 7T=a+b :A‏ 


تمر الدالة بالنقطة 8: 2+ -3 


0 
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بحل جملة المعادلتين مجهولين نحصل 


على الدالة ل 
x‏ 





تمرين رقم 7: وزع ارث بالتساوي ما بين الورئة 
حصل الأول على „A 5 +50.000DA‏ من Śji‏ 
حصل الثاني على +100.000DA‏ 5 ما تبقى مما تبقى من الإرث 
حى الأخير 
السؤال: احسب مقدار الإرث وعدد الورثة؟ 
الحل 
نفترض x‏ مقدار الإرث 
يحصل الأول على 5000024 + + - 50000(= y‏ 
يحصل الثاني على 100.000DA‏ +05-) -100.000) 


ا أن كل الحصص متساوية نعادل ما بين الحصتين 
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50000DA + > —10000 = 100.000 + rj z, > > = 50000 


40000 > = 100.000 + AE —40000 -5 7 1000 


40000 = =100.000 ZE —40000- 7 5 100.000 


40000 + £ = 100.000 + × 1-000 
5 25 





40000 + © = 4" 472.000 
5 25 


5795 = 25 = 72-000 — 40000 = 32000 
x =32000(25) = 800.000DA قيمة الإرث‎ 


يحصل الأول على 200.000DA‏ = )50000- 800.000( 5 + 50000 


800.000 _ 
200.000 





ما أن كل الحصص متساوية إذن عدد الورثة هو 4 


تمرين رقم 8: يزيد راسمال شركة كل عام بعقدار الثلث 3/1 w Gy‏ العام 
يسحب منه 21.000دج. في هاية العام الثالث تضاعف المبلغ. 
السؤال: احسب قيمة هذا المبلغ؟ 
الحل 
نفترض x‏ قيمة المبلغ في 4 السنة الأولى نحصل على 1-1١1‏ بر 
وفي فاية JI‏ الثانية 4- ل = 2 
ا9 16x‏ 
نعوض × بقيمتها 4ک 
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وف فاية السنة الثالثة 20 -| 49000 - = T‏ 
64x 196000‏ 
ضعف المبلغ ×2 -21000- 120000 _ 64% ے 
64 


E PE NS x =233100DA‏ رو 


233100+ 5 033100) —21000 = 289800 السنة الأولى يصبح‎ 4l6 
336200 فاية السنة الثانية يصبح‎ 


466200 = 2)233100( السنة الثالثة‎ LE 


تمرين رقم9: المطلوب حساب عمر الأب وولديه حسب المعطيات التالية: 

قبل عامين كان عمر الإبن - د عمر الأب 

وبعد 5 سنوات أصبح عمر الأب 4 أضعاف عمر البنت كذلك نعلم بأن عمر 
البنت هو 4 عمر الابن 

السؤال: احسب أعمار الأشخاص الثلاثة؟ 

a‏ لحل 

نفترض × عمر الأب في الوقت الحاض قبل عامين كان عمره .(x-2)‏ 
نفترض عمر الابن بر إذن لدينا المعادلة (x-2)=(7-23‏ 

نفترض z‏ عمر البنت إذن لدينا العلاقة التالية: (5 + 4)2 = )5+ (x‏ 

كذلك لدینا 22 = بر 

نعوض فنحصل على جملة معادلتين 4% 
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(x-2)=3(7-2)>x-2=3y-6 


+542 +5 (= +5 = 27+20 
dy =4 =19 

bn; zi?” x=53 
x-2y=15 2-95 


تمرين رقم 25:10 شخص تا رکا وراءه امرأة حامل ومبلغ 30.000ادج. ولقد 
حدد في وصيته: إذا كان المولود go‏ سيحصل على 5/3 من الإرث والباقي 
للأم» أما إذا كان المولود بنت ستحصل على 7/3 من الإرث والباقي للأم. عند 
الولادة śl‏ الأم صبي وبنت. 
الطلوب توزيع الإرث على الأشخاص الثلاثة بحيث أن حصة الولد والبنت 
بالنسبة للأم تبقى ثابتة؟ 

الحل 
7 5 ; 8 35 8 38 + 8 
نفترض 5 مقدار GIM‏ حصة rza NJ‏ وحصة CJ‏ 4" أما بالنسبة 
للأم حصة الولد للأم هي 2/3 وحصة البنت هي 4/3 . نفترض x‏ حصة الأم 
نحصل على المعادلات التالية: 
130000DA => 13x = 130.000D4‏ = مك +3 + 


4x +6x +3x =13x = 130.000 => x = 100004 
40000DA = 4x حصة الأم هي‎ 


حصة الإبن هي ×6 = 60000DA‏ 
حصة البنت هي ×3 = 3000024 . !=> S=13000004‏ 
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تمرين رقم11: نظمت مدرسة رحلة لتلاميذها أثناء الطريق تعطلت 10 سيارات 
وأضطر المسئولون توزيع الطلبة على السيارات الأخرى بحيث أن ركاب كل 
سيارة زاد براكب واحد. ثم تابعت المدرسة الرحلة فتعطلت 15 سيارة واضطر 
المسئولون توزيع الطلبة على السيارات الأخرى بحيث أن كل سيارة حصلت 
على راكبين إضافيين. 
السؤال: أحسب عدد التلاميذ وعدد السيارات 
J——‏ 

نفترض x‏ عدد السيارات و y‏ عدد التلاميذ في كل سيارة 
إذن عدد التلاميذ هو N=xy_‏ 
حسب معطيات المسألة في المرة الأولى للتعطيل N=(-10(7+1)‏ 
في المرة الثانية.للتعطيل N =(x-25)(y+3)‏ 
نحصل في الأخير بعد فك الأقواس 

x-10y=10 
عن مارات > رسب‎ 


عدد التلاميذ في السيارة N=900| cy=9‏ إعدد التلاميذ 
تمرين رقم 12: اشترى شخصان مقدارع 200 و ع 300 من اللحم للغذاي أثناء 


الغذاء تقدم شخص ثالث ليشاركهم في الغذاء و دفع مبلغ DA‏ 100 تمن حصته. 
السؤال : وزع هذا المبلغ بين الشخصين 
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الل 


قيمة الغذاء هو 100۰03= 30024 
5 2 
يساو ى 2/5 قيمة المبلغ أي 300x = =120DA‏ 
سعرع 200 لحم يساوي 2/5 قيمة المبلغ أي Ę‏ 
on i‏ 3 
سعرع 300 لحم يساوي 3/5 قيمة المبلغ أي 180DA‏ = ب 300 


أي أن الشخص الأول يقبض 2024 و الثاني يقبض 80DA‏ 


تمرين رقم 13: أوصى ملك على تاج وأعطى للصائغ 8كغ ذهب+2كغ فضة 
لكن الملك شك في نوايا الصائغ و طلب من العام أن يتأكد من صحة ذلك» 
قام العام بغطس التاج في الماء. و كما هو معروف يفقد الذهب 1/20 من وزنه 

5 شن 2 ; h‏ 
بينما الفضة يفقد 1/10 من وزنه نحن نعلم بأن التاج يزن HE‏ بعد غطسه G‏ 
الماء. 
السؤال : هل الصائغ شريف أم أنه لص. 

الل 

1 : 

لو كان التاج مصنوع من الذهب الخالص لأصبح وزنه IKE‏ 
لو كان التاج مصنوع من الفضة الخالصة لأصبح وزنه 9/8 
ZUJ‏ يزن ديرو أي في الوسط هذا gw‏ أنه يحتوي على ككغ ذهب+5كغ 
النتيجة: الصائغ لص لأنه استبدل 3كغ ذهب ب 3كغ فضة لأنه في بادئ الأمر 
حصل الصائغ على 8كغ ذهب+2كغ فضة. 
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تين عام 
لدينا دالة المنفعة الكلية (2 + بز)(2 + ») = ير 
بحيث أن » تمثل المنفعة الكلية x‏ و رر الكميات المستهلكة من السلعتين 
1- حدد دوال الطلب لكل من السلعتين 
2- أحسب المقادير × و بز علما بأن الدخل P, =46,P,=1,R=14‏ 
3- حدد مقدار انخفاض السلعة الأول ,۶ علما Ob‏ ,2 و R‏ تبقى ثابتة 
لكي نحصل على 7= × أحسب قيمة ,2 وابر. 
4- تحدث عن أثر التعويض أو الإحلال و أثر الدحل 
الحل 
1- للحصول على Ji»‏ الطلب نعظم دالة المنفعة الكلية تحت قيد الدحل أو 


اميل الحدي لاإحلال المنفعة الحدية P._J+2_%‏ 
المنفعة الحدية لإ B, x+2‏ 





P,(x+2)=P,(y+2)* xP, +2P, =yP,+2P, (1) 
R=xP, +yP, )2( دالة الدخل‎ LA من جهة أخخرى‎ 





هذه هي دوال الطلب المطلوبة 
2- حساب قيمة x‏ و بر علما بأن P,=1 P, =4 R=l4‏ 


y x 
14-6 14+ 6 
1 y = 
8 2 





10 
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الجواب (u=36, y=10, x=1)‏ 
R=xP,+yP, -3‏ نعوض Pyx,R‏ بقيمها فنحصل بر + ,14-7 نحن 


FZZ Y JEEP „i 
P1 





x+2 
=xP, +2P, -2 
+بر)‎ 2( = P, (r +2) 17ج‎ 7 2 
Y=14-7P, 
7P, +2P, -2=14-7P, >9P -2=14-7P, — 


16P, =16 Ê P =1 
J=1=14=7+y ly حساب قيمة‎ 
u=(7+2(7+2)=81=y=7 الجواب 1- ۲ و‎ 


لدينا قدو کو ووک Ws‏ 
(x + 2)‏ 


عند التوازن 





2 7۶ داه 2+ ر = 2 جد رر =× 
x+2‏ و 
x=4‏ 
4 |=04271421742-6- )6-042 
y=‏ 

أو 4+4=8= R=xP,+yP,‏ 
=P, =1‏ بم لان روگ =× 


1-0+209+2)-[52) +2+2=6>R=8 
=4 


8=xPx+yPy=x+y أن بما‎ x=y= 


نصل إلى نفس النتائج. 


د ادم 
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لدينا النقاط الثلدث: 4 > ى 7=× ap‏ 
y =10 y=7 y=4‏ 
بقلت مغلم أن w‏ 
X.-X,=4-1=3‏ 
1- اثر الإحلال 
8 المح يي 


2- أثر الدعل -X,=1-4=3‏ = 


Y,-Y.=7-4=3 

3- الأثر العام= مجموع الأثرين: أثر الإحلال + اثر EA‏ 
X,-X,=1-1=3+3=6‏ 
Y,-Y,=7-10=-3=3-6‏ 


تمرين 2: aż‏ شخص على راتب شهري Glo‏ .مقدار 8000دج ينفقه على 


الشكل التالي معطى في الجدول التالي: 

















مرونة الدخل نسبة النفقات من العناصر 
الدخل 
i 25% 0.3‏ 
١ "‏ المواد الغذائية 
a‏ 
0,8 10% 
الملابس 
ez] 40% 0,55‏ 
|" 7 | > 
zał 15% 2,4‏ 

















من جهة أخرى حصل هذا الشخص على زيادة في الدخل تقدر ,179% 
المطلوب ملء جدول يعطى المعلومات التالية: النفقات قبل وبعد الزيادة في 
CJI‏ معدل الزيادة النسبي والمطلق. 
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احسب مرونة الدحل بالنسبة مجموع النفقات؟ 




















الحل 
العناصر e‏ قبل معدل القيمة بعد | 

الزيادة الغ المطلقة الزيادة 
ان || 3 | لتغير = لزي 
الدحل ]| - | |_8000DA‏ 1% | 1360 9360 
المواد الغذائية 0,3 2000DA‏ 51% | 102 | 2102 
الملابس | ,0 61 | 13,6% 0518 | 909 
الکن .| 055 0 || 93% | 2992 3499,2 


1200 


2,4 


JEJ 








| 
1689,6 489,6 40,8% 
L a 








8199,6 999,6 13,9% 


sl 








7200 | 








مجموع النفقات | 0,82 





بالنسبة لمعدلات التزايد تحسب على الشكل AE JW‏ 


=e— : 
D R 


2-1 بالنسبة للمواد الغذائية 5,1%-=)0,3(17% 


2-2 بالسبة للملابس 0,8(17%)=13,6% 
2-3 بالنسبة للسكن 0,55(17%)=9,3% 
4- بالنسبة للنقل 2,4(17%)=40,8% 


e, - AD/ID_ 139 
* AR/IR 17% 





المرونة الكلية لكافة النفقات e=0,82‏ 
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مفهوح المرونة‎ 


مستهلك دخله 0ج ينفقه كالتالي: 

















5 1 % e 
العناضر‎ 
0 1 / 1 
اد الغذائية‎ i 2 ż 
3 Ż%| 10% 07 
| 30% 0.6 
الملابس‎ 
1 20% 5 18 
النفقات الأحرى‎ 














نفترض أن الدحل يزيد بنسبة %10 
احسب بالنسبة لكل عنصر وبالنسبة لميزانية المستهلك مقدار النفقات قبل وبعد 
الزيادة للدحل 


احسب معدل الإدحار؟ 


427 





http://www.opu-lu.cerist.dz 


© Ac If: 00002—000Ł1=PCIO00£ RO %SI= 








00002 





























000€ 
دين ددا‎ M0 KAKE 7% fea IP rf 
0 
ch LE grep GOL AMY _ 
%598 D/0V 
|] 1 
RETTE. | gab 3 0001 |s98% | اض‎ OLPSI 
fre ; i | 
| oco 81 - 000b | 8% |0 | 0c 
3 |0 Lo 0002 L% Obi 0 
O 
m 060 90 tto 9% 09€ | 099 
ie ró | sz0 %0 000% | s% 0SZ OSZS 
ET ي‎ 00002 01% 0002 00022 
© AEP i" ak: 
arf OIE rg ED ref | rrp (| ey m: (to (ref © 


























428 


http://www.opu-lu.cerist.dz 


16% = 3530 
22000 





بعد الزيادة: 22000 -18470= 


2- لدينا دالة الطلب (9)/ p=‏ احسب db‏ الطلب علما بأن المرونة السعرية 





e=-l = 
الحل‎ 
e= dą lą 2ہ‎ 
dpl p 4 p 
نحسب التكامل:‎ 
ع4 فك‎ L.P ج 0 - طررا + ورا ج‎ 
q p 


LPQ=0=La>PQ=a=>p=— 
q 


هذه هي دالة الطلب. 


3- لدينا دالة الطلب 202 - 384 - م 

Jig!‏ أحسين قيمة المرونة عندما تمر دالة الإيراد JA‏ بحدها الأقصى. 
J 3‏ 

دالة الايراد الكلي 24 - 3840 - RT = pxq‏ 

دالة الايراد الحدي ”384-64 = RMa‏ 

تمر دالة الايراد الكلي بحدها الأقصى عندما نعدم مشتق الدالة أي نعدم دالة 
الايراد الحدي 6 دم 8-بج 384-62-0 


لكن نحن نعلم بأن المرونة 
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dqldp d 4 

gldp _ 2 EPM 

dp\q] dq‏ وام 
d 542 s‏ 
Ę 2021١ 2q2—384‏ ی ے2 
dp 4q 4q 9 442‏ 
128-4 _ 287-384 ی وو 

4(8) 256 

e=-1 


3- يخصص مستهلك دخله ۸ لشراء سلعتين x‏ و y‏ الأسعار الافرادية هي 
p, 3 p,‏ . لدينا UL‏ المنفعة الكلية 
u =(2x-1)'7(y-4)'? avec 05 et y)4‏ 
x‏ و بر تمثلان الكميات المستهلك من السلعتين. 
1- حدد دوال الطلب للسلعتين WS;‏ منحنيات LE Je‏ بأن 
Py 2-1, p,=2‏ 
2- نفترض دخل المستهلك ۸-1 احسب الكميات × و رر 
3- نفترض أن سعر السلعة x‏ أي p,‏ يتضاعف بينما سعر السلعة 
رم يبقى على حاله. احسب أثر التعويض والدحل بالنسبة 
ين 
4- اجسب مرونة السلعتين e‏ عندما 
P,=4,Pp,=l,R=l1l‏ 
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J>! 
٠٠ نستخلص دوال الطلب بطريقتين:‎ 
La grange iż b: الطريقة الطريقة الأول‎ 
V = (2x -1)" (y-4)? + A(R- xp, - )p,) 


لتعظيم هذه الدالة نعدم المشتقات الحزئية لكل من × وير نحسب قيمة كل 


من المعادلتين ونعادها فنحصل على: 
5 1/2 112 1_ 67 
-Ap, =0‏ *(4-ب)*1(3- بروج 1 = 27 
OX e.‏ 
-4p,=0‏ 30-00-07 


(25-1)p, =207-4p, >) =(2x-)2-+4 


y 





الطريقة الثانية: نعادل المنفعة الحدية لكل سلعة مع سعرها 
E‏ 1 
uMaX = 5 = 2(2x-1) Uż(y—4)72‏ 
د 1 
Ma = => (2x-0)"* (y-4 2‏ 
uMaX 5 uMay‏ 
P‏ 


x y 


ونصل إلى نفس النتيجة كما في الحالة الأولى 


= -2x —1)p, = 2)2- ر4(8‎ 
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لكي نحصل على معادلات منحئ Jój‏ للسلعتين x‏ و بر يكفي أن نعوض في 
دوال الطلب الأسعار الافرادية فنحصل على: 
بالنسبة للسلعة الأولى rh‏ 4-3 دير 
4 4 
ا م و 
بالنسبة AJU AL‏ لا: że‏ 


إن أفضل الكميات LI‏ أن نحصل عليها هي أن نعوض في دوال الطلب 
R,p,.P,‏ بقيمتها فنحصل على: x=3/2 y=7 u=(6)'‏ 


62 = (2x-1'7(y-4)? LWy= (6)! IL -2 
6 











نربع الطرفين فنحصل على كا 6=(2x-1)(y-4)‏ 
المعدل الحدي للاحلال 
نعادل الميل الحدي للاحلال مع نسبة الأسعار الافرادية 2ل__بله 
dx (2x-1)? 5‏ 
12 
———=4%x=137 y=7,46‏ 
ك0 9 (Qx-1)‏ 


في الأحير نعرف قيمة كل من الدحل 8-11 والأسعار الافرادية 4= ,م 
و1- ,م الكميات المستهلكة من السلعتين من دوال الطلب : 





EE EL E 
2p, 4p, 2P, P, 4 
%= 1.125 ii = 2,70 y=6,5 

إذن لدينا النقاط : 

x=1,125 x =1,370‏ کار 
y= y = 0 y =6‏ 
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X,-X,=—013 59 
GL أثر الإحلال‎ -1 
Y, —Y, - 6 
نل‎ - 1] =—0,245 > 

-N 0-2 

ثر الدحل 0,96—= ,¥= Y,‏ 


3- الأثر العام = بجموع الأثرين 
Xy-X,=—0,375=—0,130—0,245‏ 
Y, -Y, =—0,500 = 0,46 - 6‏ 











حساب المرونتين - 

R 2,1‏ نے قن 
2p, 4P, 2p, Pp, 4‏ 
(inćlastique)‏ قر 1 = ły‏ 

2p, y 14 
C= 2 R = kę (demande ćlastique) 
* 2p, x 8 











2p? رام‎ × 8 demande 

= * inćlastique 
O. 

2p, 4p,)V 14 


2- لدينا دالة إنتاج شركة من الشكل Q=2K''*"L"*‏ 

أ) أحسب درجة تحانس هذه الدالة 

ب) أرسم منحئ الدالة عندما Q=16‏ 

ج) أحسب منحنيات الطلب على العاملين رأس المال K‏ والعمل 1 
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د) أحسب الكميات × وا في الحالتين التاليتين : 
الحالة الأولى : 0-16 1- مم p.=l‏ 
الحالة الثانية : 16 - 0 PL=2 py=l‏ 


a‏ نفترض أن أسعار عوامل الإنتاج هي : 1= ,م = (pr‏ أحسب دوال 





النفقة. 
الحل 
sis‏ ن E‏ 
(I‏ هذه الدالة متجانسة من الدرجة 2 
ب( K'1"?‏ =8 > 13/[ 2114 - 16 
4 8 
»جد VE =K"‏ 


ج) يجب أن Ja‏ من نفقات الإنتاج 
تحت قيد دالة الإنتاج 

V = Kp, + Lp, + 2)0- 26114 11?)‏ 
نعدم المشتقات الحزئية الأولى 


AV _ A -314 pila 2py:K** 
gk =P 4(2K$"L لجعت - 2 جدود(‎ 
oV A 
Pop ندا‎ CK" (0 = 
aL 47 > ( ) ج‎ 
: على‎ Las ۸ نعادل ما بينهما للتخلص من المعامل‎ 
رو‎ KD? =2p, KTD 4 2Kp, = Lp, 


نعوض في دالة القيد × ب 1 فنحصل على : 





2p 1/4 p1/2 sia _Q Dy” 
D= "a" جه ارق‎ NIET 
K DL 
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4/3 „UA 413 „DIA 
L= 8 ne K= 9 z 
2 p, 4 ع#م‎ 


بمكن الوصول إلى نفس النتيجة بمعادلة الميل الحدي للإحلال بأسعار عوامل 


الإنتاج. 
4 
E‏ 
2 
-0K -20* py‏ 
Kp =P,‏ جد = TMS;,, = a i”‏ 











Pr. 
عندما نعادل الإنتاجية‎ Ly K نحصل على أفضل الكميات من عوامل الإنتاج‎ 
: الحدية لكل عامل مع سعر هذا العامل فنحصل على‎ 


1 -3/4 2 
PMK _ PML _, 2 Bo راا‎ 


+>2P,-K=P,:L 
RP P, P 


l. 
: بالقيد فنحصل على‎ Ly K نعرض‎ 
1/3 / 2/3 
عش 2م اع 2ر‎ 
2 رما‎ 4 \P« 
: إذن‎ py=p,=l 0=6 : الحالة الأولى‎ 
K=10.,8 L =20,16 


الحالة الثانية : 16=© p, -2 py=l‏ نحد: 





K=L=16 


6 نفقات الإنتاج‎ LL> 
CT=KP,+LP, avec P, =P, =1 
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تمرين رقم 3 : إنتاج سلعة ما يتم عن طريق 300 شركة U‏ نفس النفقة الكلية 
CT =3q2—2q+3‏ 
LI‏ الطلب OŚ‏ من طلبات 1000 مستهلك لديه نفس دالة الطلب 
.D=40/P‏ 
| - أحسب m‏ التوازن في السوق. 
2- أحسب عدد الشركات بحيث أن الربح ينعدم في الأمد الطويل. 
الحل 
الطلب العام يرن عو طناك ولف ماه 4 ر 
العرض العام يتكون من عرض 300 شركة. 


عرض كل مشروع نحصل عليه عندما نقارن السعر بالنفقة الحدية 
CT =3q*-2q+3‏ 


خخ د ې ج 2 +م - و6 جم - 61-2 - CM,‏ 
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العرض العام = عرض 300 شر كة .0=50P+100‏ 
نساوي العرض العام مع الطلب العام فنحصل على : 
50P* +100 -40000 = O‏ ب لكك D=>50P+100=‏ =0 
حذور المعادلة هي : q=1465‏ 27,3 دص 
عا أن كل المستهلكين لديهم نفس الكمية المطلوبة إذن : 
1465 1465 


D7 لل‎ 5 0=—-=4,88 
1000 300 


كل منتج يحقق ربا قدره (0+3و302-2)- وم = q=RT-CT‏ 
نعرض 4,88 = 0 و 1,465- مر 


فنحصل على الربح الإجمالي لكل مشروع 


إن وحود ربح يحفز مشاريع جديدة للدحول في هذا OW‏ نما يؤدي إلى زيادة 
العرض العام وانخفاض سعر التوازن. 

2- ينعدم الربح عندما يعادل سعر السلعة الحد HY‏ للنفقة المتوسطة 
CT =307-20+3‏ 


3 
CM, =30-2+5‏ 
نعدم مشتق النفقة المتوسطة : 

1 3 
(CM,) Mg DRR CM, =4 


إذن سعر التوازن ر يصبح p=4‏ » الطلب العام لا يتغير „p ER‏ 
p‏ 
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le‏ أن السعر 4 - م إذن sue‏ المستهلكين ١‏ كل مستهلك 


يحصل على 10 وحدات من السلعة بدلا من 1,46 وحدة. في التوازن AŻ‏ 
م - 0 العرض = الطلب. 
كل مشروع ينتج وحدة واحدة عندما السعر p=4‏ عدد المشاريع سوف 


يرتفع إلى 10000 مشروع. 


تمرين رقم 4 : شركة تميز ما بين 3 أنواع من الطلبات وهي : 
-4667- 0 


Q, = 6 -4P, 


1 
Q; CA 


لدينا أيضا دالة النفقة الكلية «CT =Q*-30Q+75‏ ,0 + ,0 + ,0 - 0 
نحسب 2 , ,2 ٨,‏ بدلالة الكميات : 
280-60 د P‏ 
P, - 510-70‏ 
P, = 640-80‏ 
RT, = PO, - 2800, -60(‏ 
ومنه نستخلص الإيرادات الكلية : + 707- ,5100 = RT, = P,Q,‏ 
RT, = P,Q, = 6400, -7‏ 
RM, = 280-120, - 0‏ 
نحسب الإيراد الحدي : ;160= ,510-140 = RM,‏ 
RM, = 640-160, - 0‏ 
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النفقة الحدية : ,20+ ,20+ ,30+20=30+20= CM,‏ 


نعادل ما بين الإيراد الحدي والنفقة الحدية في كل سوق فنحصل على : 
0= |0,=10 (0- ,20- ,20- ,250-140 
Q, > 25 > P, = 335‏ ج 0 - ,20 - ,160— ,480-20 
P, = 400‏ 0 ,2 [0- ,180- ,20- ,610-20 

نحسب المرونات الثلاث : 


2- محتكر يواجه طلبين للسلعتين )2,7( 
بالنسبة للسلعة الأولى : x=12-0,5p,‏ 
بالنسبة للسلعة الثانية : y=120-p,‏ 

دالة النفقة الكلية : CT=x*-xy+y?+35‏ 


5 5 NE 4 7 i 
„contrainte ما حجم الإنتاج فلا يمكن أن يتجاوز قيك‎ 
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أحسب أسعار السلع والكميات ومعدل الربح الإجمالي. 
الحل 
دالة الطلب على السلعة الأولى : P, =144-2x‏ 
دالة الطلب على السلعة الثانية : P,=120-y‏ 
دالة الربح = (35- تبرج بود 24( =(144-2»)x + )120 - y)y-‏ 7 
xy-2y2+120y—35‏ - 62ر3 - 144 - 7 
نشكل صيغة Lagrange‏ لاغرانج فنحصل على : 
2y2+120y-354 4) + y-40)‏ - بور - 3:2 - :144 - 7 


ASA‏ كلد 


ax 
120+1-0+بره- ع - و نحسب المشتقات الجزئية الأولى‎ 
Ov 
—=x+y-40=0 
BĘ 9 


حل جملة ثلاث معادلات لثلاث مجاهيل يعطينا : 
x=18 y=22‏ 


7 = 2861 D, =108 P, = 98 


المطلوب : حساب حجم إنتاج 0 وسعر م وربح محتکر ج يواجه طلبين : 
ę‏ 1 
الأول : x=50--p,‏ 
و 274 
Gil‏ : ,رصر- 76 داز 
دالة النفقة الكلية : CT =3x*+2xy+2y2+55‏ 
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الحل 
نحسب في دوال الطلب السعر بدلالة الكمية × yy‏ فنحصل على : 
P,=100-2x  P,=76-y‏ 
دالة الربح هي من الشكل : x=xp,+ypy-CT‏ 
Gx* +2xy + 257 +25)‏ -( رم z=x(100-2x)+y(76-‏ 
1=100x-5x?+76y -3y?—2xy—55‏ 
لتعظيم هذه الدالة نعدم المشتقات الحزئية الأولى فنحصل على : 
z, =100-10x-2y=0‏ 
z, =16-6y-2x=0‏ 
بحل جملة المعادلتين مجهولين نحصل على : 
5 - #2 ج F=8et p=10‏ 
لمعرفة ما إذا كان هذا الربح بمثل AL‏ الأقصى أو الأدن نحسب المشتقات 
الجزئية من الدرجة الثانية فنحصل على : 
g10‏ 


T 
1, =-6 7» ydy w عا أن‎ 
60) - 2 

3 


إذن الربح m‏ عثل حد أقصى. 66- ,م p,=84‏ 
تمرين رقم 5 : 
لدينا Ab‏ الاستهلاك : C=0,5y+50‏ 


لدينا دالة الاستثمار : )2500(0,05-1= 1 
بحيث أن JE i‏ معدل الفائدة. بر تمثل الدحل القومي 
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.$M125 = عرض النقود‎ UJ 
D=0,5y +2500(0,04-1) : النقود‎ Je الطلب‎ LI 
العام. أحسب معدل الفائدة ومقدار الدخل القومي ؟‎ OJ ما هو شرط‎ - 
J=N-N-10 في هذه الدولة الاستخدام مرتبط بالدحل القومي بالعلاقة‎ - 
مليون عامل.‎ N=18 بحيث أن 77 يمثل عدد العمال في المناحم. في هذا البلد‎ 
ما هو معدل الدخل القومي المقابل للاستخدام الكامل لليد العاملة ؟‎ 
القومي والذي‎ JEN أحسب معدل الاستثمار اللازم للوصول إلى مستوى‎ - 
يسمح بالاستخدام الكامل لليد العاملة ؟‎ 
ما أثر ذلك على معدل الفائدة وكذلك على الكمية المطلوبة من النقود ؟‎ - 
قومي يساوي 200 = ر؟‎ JW ما هو معدل البطالة المقابل‎ - 
ما هو معدل البطالة عندما يكون الدحل القومي في وضع التوازن العام ؟‎ - 
الحل‎ 

الدخل القومي = الاستثمار + الاستهلاك )2500(0,05-1 +50 + بر0,5 = بر 
)1( 350-5000دبر 
يتحدد سعر الفائدة في سوق النقد عند تعادل العرض والطلب على النقود. 
0,5y +2500(0,04—;)‏ = 125 

y = 50 + 5000; 2)‏ 
نحن أمام جملة معادلنين محهولين : المعادلة الأولى تعطينا التوازن 3 سوق السلع. 
المعادلة الثانية تعطينا التوازن في سوق النقد. 
y = 350-5000‏ 

5000 +50 = بر 
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بخلهما خصل على معدل الدحل القومي ويساوي Jam; y=200‏ الفائدة : 
i=3%‏ 
إذا كان في وضع الاستخدام الكامل 18=N‏ فهذا يستلزم بعد تعويض N‏ 
بقيمتها بي دالة JEM‏ القومي» نحصل على قيمة JEN‏ القومي ويساوي 296. 
le‏ أن الدحل القومي في حالة التوازن العام = 200 = بر إذن هناك قلة استخدام 
لعوامل ZLY!‏ (العمل) إذن هناك حسارة تقدر : 200-296 = 96 „ULU‏ 
دولار» وهذا يتطلب زيادة 3 الاستثمار. لحساب مضاعف الاستثمار لابد من 
أن نحسب الميل الحدي للاستهلاك. 3 مثلنا هذا : الميل > 0,5 - عه 

1 


إذن مضاعف الاستثمار = 2= جل دعم 


ھر 
Ar‏ 
96 


AR = KAI > MI = SR = = 8 

لابد من زيادة حجم الاستثمارات .مقدار 48 مليار دولار. 

دالة الاستثمار : )1=2500(0,05-1 

في وضع التوازن العام معدل الفائدة -390 = إذن قيمة الاستثمار = 50 - 7 . 
أما Ż‏ وضع الاستخدام الكامل فلابد من رفع معدل الاستثمار حي Ja‏ إلى 
8 = 48 +50. 

أما معدل الفائدة المقابل لهذا الحجم من الاستثمار فهو 1=1,08% إذن لابد 
للسلطات النقدية (البنك المر كزي) من تخفيض معدل الفائدة من 3% حي هذا 
المستوى أي 1=1.08% >)2500(0.05-1 = 98 


443 


http://www.opu-lu.cerist.dz 


الكمية المطلوبة من النقود عند الاستخدام الكامل : معدل الفائدة = 1,08% =1 
مستوى الدخل القومي - 296 مليار دولار. نعوض ف دالة الطلب على النقود 
فنحصل على : 

D=0.5(296)+ 2500(0.04- 0.0108)=221M$ 

إذن الكمية المطلوبة من النقود -221 مليار دولار =( . ما على البنك المركزي 
إلا أن يزيد من عرض النقود من 125 إلى 221 مليار دولار أي بزيادة قدرها : 
6 - 221-125 مليار $ . 

= معدل البطالة : مستوى الدحل القومي ق التوازن العام‎ LL 
بر.‎ =$ LL 200 

تعوض ذلك في الذالة : 200=7y=N*-N-10‏ 

ومنها نحصل على : 5- /2. لكن اليد العاملة = 18 مليون» إذن هناك 
ملابين عاطل عبن العمل Sy‏ سس 3 


w 





gl 166=‏ : من اليد العاملة. 
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العو ازن العام‎ 


تمرين رقم 1 : من الحدول التالي الخاص بالاستهلاك © والدحل R‏ استخلص 
دالة الاستهلاك. نفترض أن الاستثمار 1=100 

L_>| =‏ دالة الطلب العام DG‏ 

- أحسب قيمة الدخل القومي في وضع التوازن 

- أحسب دالة الادخار 


La] —‏ مضاعف الاستثمار 














[e | a 
250 150 
300 300 
350 450 
400 600 
500 900 

الحل 


دالة الاستهلاك هي من الشكل CzaR+b : JU‏ بحيث أن (ab)‏ هي 
ثوابت يجب تحديدها من الجدول. 
نفترض أن هذه الدالة هي معادلة مستقيم تمر بالنقطتين )4(300,300 


! +3006 = 300 
0 .»© إذن نحصل على المعادلتين : 
د ا جل الان 0 


1 
0=3 R. 
E C=LR+200 : على‎ ać بحلهما‎ 
300 = 100+b > b = 200 ? i 


دالة الطلب العام هي من الشكل R=C+I : JUL‏ 
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أي أن الدحل القومي يساوي مجموع الطلب على السلع الاستهلاكية 
والإنتاجية. نعوض فنحصل على : 

` دم‎ R+200+10 

2 

R=300= R, = 450‏ 3 
دالة الادخار تساوي الدحل - نفقات الاستثمار 
R-C=R-5R-200= 5 R-200‏ =$ 
في حالة التوازن : الاستثمار = الادخار 


MCO =450 





k=‏ بحيث أن عد JE‏ تمثل الميل الحدي للاستهلاك. 


حسب الحدول نأحذ النقطتين الأخيرتين : 


500-400=100=AC et AR=900- 600 = 300 


بود کے قل گے ور عون ممم کے کے ا 
AR 300 3‏ 2 2/3 1-1/3 


تمرين رقم 2 : لدينا دالة الاستهلاك : C=90+0,625R‏ وكذلك A>‏ 

الاستغمار 150-1007 -7 بحيث أن : يمثل معدل الفائدة لدينا أبضا الطلب 
على التقود ويتكون من شقين : الطلب من أجل المضاربة 50-2001 - M;‏ 

والطلب من أجل المعاملات 1 M,‏ وأخيرا لدينا عرض النقود 0=180 


السؤال : أحسب التوازن العام في كل من السوقين : السلع والنقود. 
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الحل 
التوازن في سوق السلع JEN:‏ = نفقات الاستهلاك + الاستثمار 
R=C+I1=90+0,625+150—100i : 03)‏ 
منحئى 15 (I)‏ 240 = :100+ 0,375۸ 
التوازن في سوق النقود : عرض النقود = الطلب على النقود بشقيه 
R+50-200i = 5 R-200i=130 (M) 1M 5%‏ = 180 
نمحصل على التوازن العام جبريا وبيانيا i‏ 
حبريا بحل جملة المعادلتين 11 و1 
فنحصل على دخل التوازن 610 - R,‏ 
ومعدل الفائدة i=11,25%‏ 
بيانيا برسم المنحنيين IS‏ و LM‏ 


M, -27,5 Mr =152,5 
R 1=138,75 C=411,25 





610 


تمرين رقم 3 :لدينا العناصر التالية والخاصة باقتصاد ودولة ما. 
دالة الاستهلاك C=45+175‏ 

دالة الاستثمار 400+ 207-= [ 

دالة الطلب على النقود لأجل المبادلات ر0,4= 1 

لأحل المضاربة 400+ 207-= ,1 

Mo = 800 عرض النقود‎ LJ 
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الأسئلة : 
]- حدد معادلات المستقيمين IS‏ و LM‏ وأحسب قيمة دخل التوازن ,لل 
وميعدل الثقافتة ARJ boski cr‏ 


© AJL أ- سياسة‎ 
A dla LC كيدي‎ 


الأولى : السياسة المالية (G>0 M-0‏ 
الثانية : السياسة النقدية M>0)‏ 6-0) 
أحسب قيمة © وح في الحالة الأولى و٠‏ وح ف الحالة الثانية. 
الحل 
معادلة المستقيم 5 عندما نحصل على التوازن في سوق السلع 
V=C+1=2y+175—20r+400‏ 
Y=-807+2300 (iS)‏ 
معادلة المستقيم 1 عندما نحصل على التوازن في السوق النقدي 
0,4y - 207 + 0 0, =D, =L,+L,‏ = 800 
Y=50r+1000 (IM)‏ 
إن التوازن العام يفترض التعادل في السوقين نحن أمام جملة معادلتين حهولين : 
2300 ع80- = 1000+ 502 
J. =1500‏ 90 - ع ج 1302-1300 
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الحالة الأولى : (0,4©(0 - (AM‏ 

إن التوازن في السوق النقدي لا uz‏ نستبدل ر بقيمتها الجديدة 
0 +1500 - بر = 1900 في معادلة LM‏ إذن : 

„ _ 1900-0 


50 
لحساب النفقات العامة © نعوض 1900= ر ومعدل الفائدة 2-18 في 


=18 et T=18% 


معادلة IS‏ أي أن : Y=C+1+G>‏ 


-20r+575+G = G=260‏ = برك 
إذن معادلة التوازن الجديدة Ż‏ سوق السلع هي 20+835-= )4 


Y = -807 + 2340 1S منحئن‎ 


|= 


الحالة الثانية : (AM)0;AG=0)‏ 
في هذه الحالة الدالة JS‏ لا Jas‏ نعوض y=1900‏ في هذه المعادلة فنحصل 
_ 2300-1900 _ „ 
80 

لحساب الزيادة في الكتلة النقدية AM‏ نعوض TY)‏ بقيمها فنحصل على : 
AM = L, +L, =0,4y - 205 + 40‏ + 800 

AM - 0‏ ج AM‏ + 400 + ع20 = 0,4y‏ 
المعادلة الجديدة للدالة LM‏ هي 0,4y=20r+660‏ 
نحصل على نقطة التوازن عندما y=50r+1650 (LM)‏ 

r=13% 


y=2300 


على : T=5%‏ إذن 5 


LM = IS > —80r + 3340 = 502 +1650 >| 


449 


http://www.opu-lu.cerist.dz 


تمرين رقم 4 : لدينا المعطيات التالية والخاصة باقتصاد دولة ما. 
دالة الاستهلاك C=0,9yv+20‏ 
دالة الاستثمار I=0,1y-12001+20‏ 
نفقات الدولة 80= 0 
الميزان التجاري X-M =480-0,3y‏ 
الطلب على النقود Md = 2y-4000i‏ 
عرض النقود 2800 = Mo‏ 
السؤال mj:‏ منحئ IS‏ و LM‏ واستخرج قيمة ۸ dy‏ 
الحل 
المنحيئ IS‏ بمثل كافة التوليفات (yi)‏ وال تؤدي إلى التوازن في سوق السلع 
والخدمات Y=C+1+G+(X-M)‏ 
المنحين LM‏ يمثل كافة التوليفات M (Vi)‏ تؤدي إلى التوازن في السوق 
النقدي حيث يتساوى عرض النقود مع الطلب عليها. 
J, =v-0,3y+600—1200i‏ 
منحنى 15 :2000-40001 = ,ر 
2y, —4000i = 0‏ 
منحنى Y, = 2000:+1400 1M‏ 
يتقاطع هذان المنحنيان في النقطة E,(i=10% R=1600)‏ 
1400+ ;2000 = 40001 - 2000 >= رر = ,7 
6000i >i=10% R=1600‏ = 600 
بالنسبة للميزان التجاري 480-0,3(1600)=0= X-M‏ 
نلاحظ أنه 3 حالة توازن أي أن الصادرات -الواردات X=M‏ 
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السؤال 2 : يقوم البنك الم كري بزيادة عرض النقود ja‏ 2240 ما أثر هذه 
الزيادة على Je‏ القومي ومعدل الفائدة بالنسبة لمنحى IS‏ لا يوجد أي 
تغييز. U‏ بالنسبة LM cza‏ فتصبح الدالة الحديدة 
2y-4000i = 3040 = 2800 + 0‏ 
نقطة التوازن الجديدة هي : 

IS =Y - 1520+ 2000i | i =8% 

LM =Y = 2000 - 4000i y=1680 
480 -0,3)1680(= -24 أما بالنسبة للميزان التحاري‎ 
نلاحظ أن السياسة النقدية الي تمدف إلى زيادة كتلة النقود تؤدي إلى انخفاض‎ 
التحاري.‎ O معدل الفائدة وزيادة الدحل والعجز في‎ 
بمقدار 72= ۸6 ما أثر ذلك على‎ UG الدولة من‎ dj: 3 السؤال‎ 
التوازن العام ؟‎ 
الجديدة تصبح‎ IS دالة‎ 

=0,9y+20+0,1y-1200i + 20 + (80+72)+480—0.3y‏ بر 

2240-4000 = برج 

: ؛ ونقطة التوازن الجديدة تصبح‎ Jaz فلا‎ LM (zza UI 

i =14%‏ 
R=1680‏ 
أما الميزان التجاري يصبح : 

X - M = 480- 0,30680( = -4‏ 
إذن السياسة للمالية التوسعية تؤدي إلى ارتفاع معدل الفائدة والدحل القومي 
وإلى العجز في الميزان التجاري. 


2240 - 4000i = 1400 + 20001 > ا‎ 
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السؤال 4 : نفترض أن التغير في ميزان رؤوس الأموال نسمي 48 التغير في 
الاحتياطي AA=300(i-0,1)‏ . 
من العملة الصعبة و الذهب بحيث أن AB=MA+(X-M)‏ 
ما هي شروط التوازن في كل من سوق السلع و سوق النقود و ميزان 
المدفوعات 
الحل 
لكي يتوازن ميزان المدفوعات يجب أن يكون 0= ۸8 أي أن 
1500+10007 = برج 0 = (1-)300 + 0,3y‏ - 480 
i=10%‏ 
0 - م" 
بالنسبة لميزان المدفوعات إذا أعطينا 1090 -7 نحد أن 1600 - بر 
إذن المنحنيات الثلاث تتقاطع في النقطة ٤,‏ 


لكننا نعلم بأن IS zza‏ و LM‏ يتقاطعان في النقطة 


تمرين رقم 5: لدينا الجدول GU‏ و الخاص .مرونة الواردات ce‏ اليل الوسطي 


للواردات ف والميل الحدي للواردات a‏ 
AR a IJ‏ 























الدول المرونة e‏ الميل الوسطي الميل الحدي 
AM M‏ 
AR y‏ 
A‏ 151 | 0.048 * 
B‏ 1,66 * 0.314 
c‏ * 0,094 0,115 
E‏ * 0,138 0,229 
F‏ 1,42 * 0,315 
G‏ 1,43 0.073 * 











452 


http://www.opu-lu.cerist.dz 


السؤال الأول : ŚW‏ الفراغات 
السؤال الثابي: نفترض ر الدخل القومي و اقيمة الواردات 
أحسب قيمة JEN‏ القومي في البلد ۸ إذا كانت M=743‏ 
كذلك قيمة JE‏ القومي في البلد ع و استخلص قيمة المرونة. 
السؤال الثالث: أحسب الميل الوسطي في الدولة 8 
السؤال الرابع: أحسب الميل الحدي في الدولة ۸ 
السؤال الخامس: أحسب الميل الحدي في الدولة 0 
الملل 
1- في الدولة ۸ : 243 = 0,048 ومنه نستخلص قيمة JEN‏ القومي 


y=1548 


0138 = 77. > y= 5384 : E أما في البلد‎ -2 
Bd 


أحسب قيمة المرونة في الدولة .ع 
U _ 9‏ الحدي للواردات AMIM AMIAR‏ 


8 ليل الوسطي للواردات MIR‏ ۸۸/۸ 














e =1,66‏ 
2- احسب الميل الوسطي للواردات في الدولة 8: 8 _ 1 
2 
كه وورم _ 0314 _ M‏ 
R 166 R‏ 
3 = 
0,048 
AM‏ 


إذن الميل الحدي للواردات rza 0,073 :۸ G‏ 
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4- أحسب الميل الحدي للواردات في 6: 


=— = Pzd = 0,073(1,43) = 0,104 
A R 


تمرين رقم 6 : لدينا المعطيات التالية و الخاصة باقتصاد دولة ما 


دالة الإستهلاك 0+ بر0,8 - © 

دالة الإستثمار 750-20 -/ 

دالة الصادرات 900-307= X‏ 

دالة الواردات ج10 + بر 0,2 + 100 M‏ 
عرض النقود 0-0 


الطلب على النقود L=0,5y-25r‏ 

التغير في ميزان المدفوعات 50+57 = ۸ 

حركة رؤوس الأموال ۸ سعر الصرف + معدل الفائدة : © 

الأسئلة : 

1 - أحسب الدخخل القومي ومعدل الفائدة الناحم عن توازن ميزان المدفوعات 
ال ل 

يتوازن ميزان المدفوعات عندما يكون التغير في الميزان التجاري و التغير في 

حركة الرؤوس اموال مجموعها يساوي الصفر (X-M)+K=0‏ 

900-307 -100-0,2y-107+50+5r=0 

إذن 850-407 = 57 - بز0,2 
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توازن الدحل القومي و معدل‎ A 1=5 ب نفترض سعر الصرف‎ 
الفائدة‎ 


امسلل 


في سوق السلع : 
y=C+1+(X-M)=‏ 
ج 107- 0,8y + 50 + 750 — 207 +900 - 307 —100-0,12y‏ 
0,4y + 207 = 1600 - 407 =1400‏ 
في سوق النقود: العرض- all‏ إذن 
التوازن في السوقين يفترض حل da‏ المعادلتين مجهولين 
0,5y — 257‏ = 1250 
0,4y + 207‏ = 1400 


بحلها نحصل على X=750, 2-1090, y=3000‏ ,14-750 
أما التغير في ميزان المدفوعات فهناك فائض قدره ,100= 50+107= K‏ 


تمرين رقم 7 : لدينا المعطيات التالية: 
C=150+0,75y,,‏ 


T = 400 
RP 
G = 400 و‎ 
1 = 400-157 
L=0.5y-207 
ق النقد‎ 
0-0 ١ +" 


الدحل Y„,=y-T AU‏ 
]- أحسب الدخل القومي في حالة التوازن كذلك معدل الفائدة 
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تمارين غير محلولة 
1- لدينا lb‏ العرض والطلب التاليتين 
07 +75)1 دم et‏ دم 


نفترض أن سعر التوازن 3= م احسب فائض المستهلك والمنتج؟ 


2- لدينا دالة العرض والطلب 
=(50+5P)V3+2P‏ ,0 
(482-م -350( 
N3+2P‏ 


احسب سعر وكمية التوازن؟ 


0, - 


احسب مرونة العرض والطلب عند نقطة التوازن؟ 





WJ -3‏ دالة الطلر WEP a‏ يور 
م +2 


المطلوب حساب مرونة الطلب عند النقطة 2-م؟ 


4- لدينا دالة الطلب 4P+Q9-16=0‏ 
ودالة النفقة المتوسطة CM, =— 2-50+ ra‏ 


المطالوب 


حساب مستوى الإنتاج الذي: 


(i‏ يعظم الايراد الكلي 
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ب) يدن التكلفة المتوسطة 
>( يعظم الأرباح 


5- منتج يتحمل تكلفة حدية وايراد حدي 
CMa = 200 - 0,4:‏ 
RMa = 200 + 0,2x‏ 


- أوجد التغير في الايراد الناتج عن زيادة مستوى المبيعات من 10 إلى 50 
وحدة 

- أوجد الايراد الناتج عن بيع 70 وحدة 

- إذا كانت التكلفة الثابتة CF=1000DA‏ أوجد تكلفة 70 وحدة 


- أوجد الربح الكلي الناحم عن بيع 70 وحدة. 
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العربية‎ GUL المصادر‎ 


1- الاقتصاد الرياضي sal:‏ الأشقر - جامعة حلب. 

2- الاقتصاد الرياضي : هناء حير الدين - دار الجامعات المصرية. 

3- مبادئ الاقتصاد الرياضي : عمر صخري - ديوان المطبوعات الجامعية 
الجزائر. 

4- الرياضيات الاقتصادية : عبد القادر أفندي - جامعة حلب. 

5- النظرية الاقتصادية : نعمة الله بحيب - مؤسسة شباب الحامعة» 
الاسكندرية. 


6- اصول الاقتصاد الرياضي : محمد علي الليثي - دار الجامعات المصرية. 
المصادر باللغة الفرنسية 


|- BERREBI : Maths — Exercices corrigćs, Dunod, 3 00 

2- BOUZITAT : Maths. Librairie Day, 2 T. 

3- GUILBAUD : Maths. Coll. Thćmis. 

4- GUITTON : Analyse Econ., Exercices. Coll. Cujas. 

5- LECAILLON : Analyse Miero-Econ., Coll. Cujas. 

6- R. PASSET : Maths Appliqućes A I’ Econ., Cujas. 

7-PERCHERON : Micro-Econ., Exercices corrigćs, 
Masson. 

8- Encyclopódie auto-didactique, Quillet, T.3. 

9- Math ćconomistes: sćrie Schaum. 
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انجز طبعه على مطابع 
ديوان المطبوعات الجامعية 
المطبعة الجهوية بوهران 
الهاتف: 041-39-85-29 
الفاكس:041-39-02-49 





